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Capitulo 1

Introduccion

La interaccion gravitatoria, a pesar de ser una de las primeras en ser expresada formalmente
en un lenguaje matematico, no fue descrita en su versiéon més moderna hasta 1915, gracias a
Albert Einstein, quién consigue formular una teoria completamente nueva sobre gravitacion y
espacio-tiempo, llamada teoria general de la relatividad [I| Esta nueva teorfa plantea, en términos
generales, que un campo gravitacional se puede identificar con la curvatura del espacio-tiempo,
donde el espacio y el tiempo se combinan en un tnico continuo, volviéndolos dos conceptos
inseparables. Cabe mencionar que dicha curvatura del espacio-tiempo se relaciona con la distri-
bucién de materia, representada por el tensor energia-momento, a través de las ecuaciones de
Einstein, y viceversa[2]

La relatividad general es una teoria con la particularidad de que es invariante bajo transfor-
maciones generales de coordenadas. En consecuencia, se trata de una teoria con simetrias gauge.
Esto a su vez significa que el namero de grados de libertad fisicos es menor que el numero de
variables dinamicas. La existencia de simetrias de gauge adquiere un significado claro cuando
uno adopta una formulacién hamiltoniang3] gracias a la presencia de vinculos, que son justa-
mente los generadores, en el espacio de fases, de las transformaciones de gauge anteriormente
mencionadas.

Ademas, ha sido capaz de explicar exitosamente distintos fenomenos observados, como es
por ejemplo la precesion de la 6rbita de Mercurio asi como la defleccion de la luz al pasar cerca
de un objeto masivo. Asimismo, ha predicho la existencia de los agujeros negros e incluso la
evolucion del Universo a gran escaldd] Por ejemplo, las observaciones de la radiacién cosmica de
fondo indican que el Universo, a gran escala, esta cerca de la homogeneidad y la isotropiab} Si
uno pide a la teoria de la relatividad general que sea compatible con esas simetrias, se llega al
conocido modelo cosmolodgico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Las soluciones de este
modelo describen o bien un Universo (homogéneo e isétropo) en expansion u otro en contraccion.
La solucién expansiva es particularmente interesante ya que es compatible con la evolucién de
nuestro Universo tal y como la entendemos hoy en dia, y que presupone que el mismo surge a
partir de una singularidad espacio-temporal, conocida como Big Bang o Gran Explosion, para
expandirse hasta su estado actual, que consta de una expansién cuantificada por la Ley de
Hubble. Ademaés, de acuerdo con la teoria, un Universo homogéneo e isoétropo lleno de materia
ordinaria, puede dar lugar a una expansién indefinida o una que se frena lentamente, hasta
producirse una contraccion, lo que se conoce con el término Big Crunch o Gran Colapsd6]

A pesar del gran éxito que han tenido este tipo de modelos cosmoldgicos en explicar muchas
de las propiedades hoy observadas en el Universo, existen ciertos inconvenientes que obligan a
explorar modelos complementarios, como es la idea de inflacién cosmica (ver, por ejemplo, Refs.
y@). Esta consiste en una expansion abrupta del Universo en sus instantes iniciales, gracias a
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la cual se pueden resolver los problemas del horizonte de particulas y el de la planitud, y ademés
proporciona un marco natural para la generacién y evolucién de pequenas inhomogeneidades
que sirvan de semillas para la formacion de estructuras de acuerdo con las que hoy en dia
observamos.

En nuestro trabajo estudiaremos algunas de las soluciones de la ecuacién de Einstein, en un
espacio-tiempo definido por una variedad cerrada, compacta y sin borde (una tres-esfera), ba-
sados en las evidencias observacionales (y en el principio cosmolégico), por lo que trabajaremos
bajo las hipotesis de homogeneidad e isotropia, y con un contenido material que consistird en un
campo escalar con masadl También consideraremos estructuras a gran escala, las cuales repre-
sentaremos como pequenas perturbaciones que asumiremos dentro de las condiciones iniciales
del problema (ver Refs. y . Para ello, haremos un tratamiento perturbativo hasta segundo
orden en el hamiltoniano, y nos concentraremos en el estudio de perturbaciones de naturaleza
puramente tensorial (ondas gravitacionales). Finalmente, realizaremos un estudio numérico para
determinar las condiciones que dan lugar a un Universo inflacionario, asi como la evolucién de
las perturbaciones tensoriales que se propagan sobre este espacio-tiempo dindmico.
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Relatividad General en el vacio

Existieron dos ideas motivadoras para que Albert Einstein formulara una teoria completa-
mente nueva acerca de la gravitacion y el espacio-tiempo. La primera idea es que todos los
cuerpos que son influenciados por la gravedad caen de la misma manera en un campo gravita-
cional. Este es el llamado Principio de equivalencia. Como el movimiento es independiente de
la naturaleza de los cuerpos, la trayectoria de los cuerpos en caida libre define un conjunto de
curvas preferenciales en el espacio-tiempo, independiente de esa naturaleza. Esto sugiere la posi-
bilidad de que las propiedades del campo gravitacional y las de la estructura del espacio-tiempo
estén intimamente relacionadas.

La segunda idea que motivoé la formulacién de la Teoria de la relatividad general es el llamado
Principio de Mach. En Relatividad Especial, la estructura del espacio-tiempo es dada una vez y
para todo momento y no se ve afectada por la materia presente. Mach, (tanto como Riemann y
algunos otros) encontré esta idea insatisfactoria. Planted que la materia existente en el Universo,
debia contribuir a la definicién local del espacio-tiempo. Einstein tomo esta idea para buscar una
teoria donde la estructura del espacio-tiempo se vea influenciada por la presencia de materia.

La nueva teoria del espacio, el tiempo, y la gravitacion (relatividad general), propuesta por
Einstein, establece lo siguiente: las propiedades del espacio-tiempo, intrinsecas e independientes
del observador, son descritas por una métrica, como en relatividad especial. Sin embargo, la
meétrica no necesariamente debe tener la forma plana que tenia en relatividad especial. En efecto,
la curvatura o desviaciéon de la métrica del espacio-tiempo, es considerada en los efectos fisicos
que normalmente suelen atribuirse al campo gravitacional. Ademas, la curvatura del espacio-
tiempo esta relacionada con el tensor de energia-momento a través de una ecuacién postulada
por Einstein.

Hasta ahora, las predicciones de la teoria de la Relatividad General estan en perfecta con-
cordancia con experimentos y observaciones.

2.1. Relatividad General y Ecuacion de Einstein

Asi como la teoria de Maxwell generalizéd la electrostatica de Coulomb y la incorpord al
marco de la relatividad especial, uno pretenderia desarrollar una nueva teoria de la gravitacion,
que generalice la teorfa de Newton y la haga compatible con la relatividad especial. Sin embargo,
Einstein tom6 un camino diferente y, en su lugar, desarrollo la relatividad general, una nueva
teoria de la estructura del espacio-tiempo y la gravitacién.

Para ver la relevancia del Principio de Equivalencia y desarrollar un nuevo punto de vista
en gravitacion, consideremos cémo medimos un campo electromagnético en relatividad espe-
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cial. Lo primero es establecer “observadores de fondo”, los cuales no estan sujetos a la fuerza
electromagnética o a ningtn otro tipo de fuerza. Estos observadores son llamados inerciales y
satisfacen la ecuacion geodésica de movimiento u®d,u’ = OE donde u® es el cuadrivector veloci-
dad, o cuadrivelocidad y J, es el operador derivada asociado con la métrica del espacio-tiempo.
Luego establecemos un cuerpo cargado de prueba. La linea de munddﬂ de este cuerpo cumple:
u®Oqub = %FbcuC (siendo ésta la ecuacion de movimiento de una carga ¢, de masa m, mo-
viéndose en un campo descrito por el tensor Fy;) y, observando la desviacion del movimiento
inercial, podemos determinar Fyp.

Si aplicamos este procedimiento a la gravitacion, inmediatamente nos enfrentamos a un serio
problema. Por el principio de equivalencia, no tenemos forma de aislar a un observador o cuerpo
de la accién de la fuerza gravitacional, por lo tanto, no existe un procedimiento fisico directo
para construir observadores inerciales. Al establecer un observador, este se movera de la misma
manera en que lo hara el cuerpo de prueba, por lo que no tendremos un “movimiento de fondo”
para comparar con dicho cuerpo. En estas condiciones, no somos capaces de medir de una forma
simple y directa la fuerza del campo gravitacional.

El marco béasico de la teoria de la relatividad general surge de considerar, en principio, que
no podemos construir observadores inerciales y medir la fuerza gravitacional. Esto se logra bajo
la siguiente hipoétesis: La métrica del espacio-tiempo no es plana como se asume en relatividad
especial. Las lineas de mundo de los cuerpos que caen libremente bajo la accion de un campo
gravitacional son simplemente geodésicas de la métrica del espacio-tiempo (curva). De esta ma-
nera, los “observadores de fondo” coinciden con lo que previamente se veia como el movimiento
en un campo de fuerza gravitacional. Como resultado, no tenemos ninguna forma significativa
de describir la gravedad como la fuerza de un campo. Aunque la fuerza gravitacional absoluta
no tenga significado, si lo tiene la fuerza gravitacional relativa (fuerza de marea), ya que puede
ser medida mediante la observacion de la aceleracién relativa de dos cuerpos libres en el cam-
po gravitacional. Esta aceleracién relativa estd directamente relacionada con la curvatura del
espacio-tiempo de la siguiente manera. Sea vs(t) una familia de geodésicas suave de un parame-
tro (Fig.) tal que, para cada s € R, la curva v es una geodésica parametrizada por ¢ y la
aplicacion (¢, s) — 7,(t) es suave, al igual que su inversa. Sea 3 una sub-variedad bidimensional
abarcada por las curvas 74 (t). Entonces, T* =(9/0t)“ es un campo vectorial tangente a la familia
de geodésicas que satisface T*V,T® = 0, donde V, es el operador derivada asociado a gqp.

X = (0/9s)" es llamado vector de desviacion y representa un desplazamiento infinitesimal
a una geodésica cercana.

Dicho esto, la aceleracién relativa estd dada por la ecuacién de la desviacion geodésica,

a® = —Rupg X°TeT?, (2.1)

donde R.q es el tensor de Riemann. El Tensor de Riemann es un objeto matematico que
codifica la informacion de la curvatura del espacig2l Puede escribirse en funcion de los simbolos
de Christoffel como

5,2 e O (.1 Yae (T4 — T90T¢
c% ab — % ( c cb) + d,c ( abl dec — cb da) . (22)
L Ante la repeticion de dos indices, hacemos uso del criterio de sumacion de Einstein.
2Linea que une dos eventos en el espacio tiempo. Representa la trayectoria de un cuerpo.
3La derivada covariante V, de un vector contravariante tb es : Vatb = 8atb + I'b,.t¢ donde Fbac son los

simbolos de Christoffel definidos como ' = %Edgbd % + Bag;cd + %}. La condicién Vagye = 0 fija los

Rab = Z:c]“?»acbc =

simbolos de Christoffel en la ecuacioén anterior.
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Figura 2.1: Familia uniparamétrica de geodésicas ~s, con tangente T y vector de desviacion X°.

En relatividad general, no afirmamos que el espacio-tiempo sea la variedad R* con una
métrica plana 7, definida sobre ella. Esta es una posibilidad correspondiente a fuerzas que
no son de marea, es decir, fuerzas que no correspondan a un campo gravitacional, pero no es
la tnica posibilidad. El marco de la relatividad permite que la métrica de Lorentz, g,;, del
espacio-tiempo sea curva. De hecho, ésta afirma que el espacio-tiempo debe ser curvo en todas
las situaciones donde exista un campo gravitacional. Dado que estamos permitiendo geometrias
curvas, es ain mas natural permitir que la estructura de la variedad M que caracteriza en parte
el espacio-tiempo sea arbitraria. La caracteristica final y crucial de la relatividad general es la
ecuacion de Einstein, que relaciona la geometria del espacio-tiempo con la distribucién de masa.
Antes de presentar esta ecuacion debemos discutir las leyes naturales de la fisica, bajo el marco
de la estructura del espacio-tiempo dado por la relatividad general. El espacio-tiempo es una
variedad M, en la cual se define la métrica de Lorentz gqp.

Las leyes de la fisica en relatividad general estdn gobernadas por dos principios basicos: (i) el
Principio de covarianza, que establece que las ecuaciones de la fisica deben mantener la misma
forma para cualquier marco de referencia; (ii) las ecuaciones de la relatividad general deben
reducirse a las que satisfacen la relatividad especial, donde g, es plana.

Podemos representar las cantidades fisicas en relatividad general mediante el mismo tipo de
campos tensoriales que en relatividad especial. Asi, el movimiento de una particula continia
siendo representado por una curva de tiempo (en la métrica g,p); los fluidos perfectos son
descritos en términos de una cuadri-velocidad u*, una densidad p, y una presién P; el campo
electromagnético es representado por un tensor antisimétrico Fyy.

Los dos principios mencionados sugieren seguir las siguientes reglas para pasar de las ecua-
ciones de relatividad especial a las de relatividad general: en las ecuaciones de la relatividad
especial, reemplazar la métrica 7., por g., y correspondientemente reemplazar el operador
derivada 9, asociado a 714, por el operador derivada V, asociado con ggp-

Entonces, en relatividad general, definimos nuevamente la cuadri-velocidad, u®, de una par-
ticula como la tangente a su linea del mundo. Una particula libre satisface la ecuacién geodésica
de movimiento

uVaub = 0. (2.3)
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Si la aceleracion
a® = uV,ub (2.4)
de la particula es distinta de cero decimos que una fuerza
1P =ma® (2.5)

actua sobre la particula de masa m. Por ejemplo, si la particula tiene masa m y carga g, y esta
ubicada en un campo electromagnético Fy;, ésta satisface la ecuacion de fuerza de Lorentz:

uVaub = ngcuc, (2.6)
m

donde los indices “suben” o “bajan” a causa de gq; de la siguiente manera: F?. = g*¢Fy,.
El cuadri-momento de la particula es definido por
p* = mu®. (2.7)

En particular, la energia de la particula determinada por un observador que estd presente en
el evento, en la linea del mundo de la particula, en el momento en que esta energia es medida,
es

E = —py0°, (2.8)

donde v* es la cuadri-velocidad del observador.

En relatividad general, las distribuciones continuas de materia y campos son descritas por un
tensor de energia-momento Ty;. El tensor de energia-momento de un fluido perfecto esta dado
por

Ty = puaul + P(gap + uqts) (2.9)

y satisface la ecuaciones de movimiento

Ve =0, (2.10)

lo que da lugar a
u'Vep+ (p+ P)Viu, =0 (2.11)
(P + p)u"Vaup + (gap + uqup) VP = 0. (2.12)

En cuanto a la ecuacién de continuidad para una familia de observadores representada por un
campo vectorial temporalﬂ y unitario, v®, tendrfamos V* (T,v") = 0. Si pudiéramos encontrar
dicho campo vectorial, el cual es covariantemente constante, se cumpliria que V,v, = 0 (lo que
obviamente se limita a V(,vy) = 0)

En general, en el espacio-tiempo curvo, no podemos encontrar v* que satisfaga v®v, = —1
¥ V(avp) = 0. De hecho, la ecuacion V vy = 0 se sostiene si y solo si v genera un grupo de
isometriag’| uniparamétricas.

4Llamamos “vector temporal” a un vector de norma menos uno. A los vectores que tienen norma uno les
llamamos “vector espacial”. Finalmente, a los que tienen norma igual a cero, les llamamos “vector nulo” (o “vector
tipo luz”).

5Una isometria es una aplicacién mateméatica que conserva las distancias y, por lo tanto, la métrica gqp
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Este argumento indica que la ecuaciéon no implica una estricta conservacién de la
energia. Esto tiene sentido fisico, ya que las fuerzas de marea pueden hacer trabajo sobre el
fluido y esto puede hacer variar su energia. Sin embargo, si consideramos una region del espacio-
tiempo de dimensién pequena comparada con el radio de curvatura, entonces las fuerzas de
marea pueden realizar poco trabajo, y la energia del fluido debe conservarse en su mayoria.
Entonces sobre esta pequena regiéon del espacio-tiempo es posible encontrar un campo vectorial
con V(,up) = 0, y la ecuacion debe dar lugar a la conservacion de la energia medida por los
observadores. Asi, dicha ecuacién podria ser interpretada como una conservacion de la energia
del material local sobre pequenas regiones del espacio-tiempo. Vamos a extender la ecuacion
desde fluidos perfectos a materia y campos.

La generalizacién mas natural de la ecuacién que satisface un campo escalar de Klein-
Gordorﬁ en un espacio-tiempo curvo, estaria dada por la regla de la minima sustitucién, n,, —
Jab, Oa — Vg, de modo que

VeVap —m2p = 0. (2.13)

El tensor de energia-momento del campo es

Ty = VatVob — 300 (Veb V0 + m67) (214)

y satisface VT, = 0.
Debemos resaltar que existen otras generalizaciones posibles de la ecuaciéon de Klein-Gordon,
que son consistentes con los dos principios. Por ejemplo, una generalizacion es la ecuacién

ViVt —m?¢p — aR¢ = 0, (2.15)

donde « es una constante. De hecho, esta ecuacion con a = 1/6 surge naturalmente a causa de
sus propiedades de invariancia conforme.

Hemos descrito como es tratada la gravitacion identificando ésta con la geometria del espacio-
tiempo curva y hemos demostrado algunas leyes de la fisica en este nuevo marco. Sélo resta
describir las leyes que satisface la métrica del espacio-tiempo. Es aqui donde entra en juego el
principio de Mach. En lugar de prescribir la geometria del espacio-tiempo por adelantado, la
relatividad general afirma que la geometria del espacio-tiempo es influenciada por la distribucion
de materia en el Universo, en concordancia con algunas de las ideas de Mach. De esta manera,
la métrica del espacio-tiempo no sélo se encuentra en las leyes de la fisica como un ente externo
y predeterminado, sino también como una variable dindmica que responde al contenido material
del espacio-tiempo.

Pero, jcuél es la ecuacién que describe la relacién entre la geometria del espacio-tiempo y la
distribucién de materia? Una pista importante proviene de comparar la descripcion de la fuerza
de marea en la gravitacion Newtoniana con su descripcion en relatividad general. En la teoria
Newtoniana, el campo gravitacional puede ser representado por un potencial, ¢. La aceleracion

por mareas de dos particulas cercanas estd dada por — (7 . ﬁ) V@, donde 7 es el vector que

indica la separacién entre las particulas. Por otro lado, en relatividad general, podemos ver de
la ecuacion de la desviacion geodésica [2.I] que la aceleracion de dos particulas cercanas esté
dada por —Repq®v°zbv?, donde v® es la cuadri-velocidad de las particulas y z® es el vector de
desviacion. Esto sugiere hacer la correspondencia

Rcbda’ucvd > 0p0% 0. (2.16)

5Fn teoria de campos, un campo escalar de Klein-Gordon es tal que satisface la ecuacion general de Klein-
Gordon, que describe, por ejemplo, a los electrones relativistas.
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Sin embargo, la ecuacién de Poisson nos dice que
V3¢ = 4mp, (2.17)

donde p es la densidad de materia (energia). Hemos utilizado unidades donde G = ¢ = 1, lo
que mantendremos de aqui en adelante. Como hemos discutido con anterioridad, en relatividad
especial y general, las propiedades de energia de la materia son descritas por el tensor de energia-
momento T,;, entonces tenemos la correspondencia

Toapv®0® «— p, (2.18)

donde v* es la cuadri-velocidad del observador.

Las correspondencias y , junto con la ecuacién sugieren que Reqq®vv? =
AnT.qv%0%, lo que lleva a la ecuacion del campo Req = 47T .

Sin embargo, esta ecuacién postulada originalmente por Einstein tiene un serio defecto. Como
va dijimos, el tensor de energia-momento satisface V1.4 = 0. Por otro lado, la identidad de
Bianchi nos lleva a V¢ (Req — 39.4R) = 0. Entonces, la igualdad entre R.q y 47T, implicaria
que V4R = 0, es decir, que Ry, por lo tanto 7' = T“,, es una constante a lo largo de la evolucién
del Universo. Esta es una restriccion no fisica sobre la distribuciéon de materia, y nos obliga a
desechar esta ecuacion, tal como lo hizo Einstein en 1915.

Sin embargo, esta dificultad, también nos sugiere la resolucién. Si en su lugar consideramos
la ecuacion

1
Gop = Rap — §Rg“b = 81Ty, (2.19)

donde G es el llamado Tensor de FEinstein, no existe ningin conflicto entre la identidad de
Bianchi y la conservacién local de la energia. De hecho, bajo la condicién impuesta por esta
dltima ecuacion, la identidad de Bianchi implica la conservacién local de la energia. Tomando
la traza de la ecuaciéon , tenemos

R=—8rT (2.20)
y, por lo tanto
1
Rop = 8m (Tab — 29abT) . (2.21)

La ecuacion ([2.19) es la ecuacién de campo deseada en relatividad general. Es conocida como
la ecuacion de Einstein[l] y fue escrita por éste en 1915.
En realidad, estas ecuaciones admiten un término adicional,

Gap + Agap = 87T pp, (2.22)

donde A es una nueva constante fundamental de la naturaleza llamada constante cosmoldgica2]
La motivacion original que llevé a Einstein a introducir este parametro fue la de proporcionar
una solucién de tipo cosmolégica estatica. Pero ésta requiere un ajuste exacto de los parametros
que la determinan y ademaés resulta ser inestable si uno se desvia ligeramente de esa eleccion.
Luego de que las observaciones de corrimiento al rojo realizadas por Hubble en 1929 demostraran
la expansion del Universo, la motivacion original de la introducciéon de A perdié sentido. Sin
embargo, esta constante es utilizada en numerosas ocasiones, ante discrepancias entre teoria y
observacion. De aqui en més, asumiremos A = 0.

"Identidad de Bianchi: ViaRycjae = 0= VaRped® + VoRed — VeRpa = 0= Vo R + VR —V.R=0
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Como conclusion, el contenido general de la relatividad general, puede ser resumido como:
El espacio-tiempo es una variedad M en la se define la métrica de Lorentz g.,. La curvatura
de gqp estd relacionada con la distribucion de materia en el espacio-tiempo por la ecuacion de
Einstein .

En nuestro trabajo estudiaremos algunas soluciones de esta ecuacién y sus consecuencias
fisicas. Antes de proseguir, debemos mencionar tres observaciones acerca de la ecuacion de
Einstein.

La primera observacion implica su cardcter matematico. Si utilizamos un sistema de coor-
denadas y expresamos R, en términos de g,,, vemos que ésta depende de la derivada hasta
segundo orden de g,,,,, y que no es lineal con g,,,, (aunque si lo es respecto a su derivada segunda).
Entonces, la ecuacién de Einstein es equivalente a dos sistemas de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales de segundo orden, no lineales, para las componentes de la métrica g,,. Para
la métrica de Lorentz estas ecuaciones son de caracter hiperbdlico. EI

La segunda observacién trata acerca de la forma en que ver la ecuacién de Einstein. Por un
lado, la ecuacion es un analogo a la ecuacion de Maxwell, 0“0, A, = —4mjp, con el tensor
de momento-energia Ty, como fuente de campo gravitacional, asi como j, acttia como fuente
de campo electromagnético. La diferencia radica en que tiene sentido resolver la ecuacion de
Maxwell especificando j, y luego hallar A,, pero no tiene sentido resolver la ecuacién de Einstein
especificando Ty, , ya que Ty, depende de gqp. Entonces, en relatividad general, debemos resolver
simultdneamente para la métrica del espacio-tiempo y la distribuciéon de materia. Esto contribuye
a la dificultad para resolver la ecuacién de Einstein cuando las fuentes estan presentes.

La ultima observacién involucra las ecuaciones de movimiento de la materia. La ecuacién de
Einstein implica que V*Ty;, = 0, y esta relacion contiene informacion sobre el comportamiento de
la materia; mas generalmente, implica que cualquier cuerpo lo suficientemente “pequeno”, cuya
autogravedad sea lo suficientemente “débil”, debe moverse en una geodésiceI3] Asi, la ecuacion
de Einstein implica la hipdtesis geodésica que la linea de mundo de los cuerpos de prueba son
geodésicas del espacio-tiempo.

En conclusién, el contenido dindmico de la relatividad general es expresado completamente
por la ecuaciéon de Einstein. De todos modos, incluso en un contexto puramente clasico, es
conveniente y util tener la formulacién lagrangiana y hamiltoniana de la relatividad general.
Esto es lo que veremos en las siguientes secciones.

2.2. Formulacién lagrangiana de las Ecuaciones de Einstein

Comenzaremos esta seccion discutiendo el significado de la formulacién Lagragiana en teoria
de campos. Consideremos una teoria que involucre un campo tensorial definido en una variedad
M. Suprimiremos todos los posibles indices y denotaremos el campo simplemente como . Sea
S [¢] una relacién funcional sobre 1, es decir, S es una aplicaciéon que va de las configuraciones
de campo en M, en los nimeros. Sea ¥yuna familia uniparamétrica suaveﬂ de las configuraciones

de campo, comenzando por g, el cual satisface las condiciones de borde. Denotamos % [x=0

como 4. Suponemos que g existe en A = 0 para estas familias de un parametro comenzando

por . Supongamos, ademés, que existe un campo tensorial suave y, el cual es el dual de .

8Una ecuacion hiperbolica en derivadas parciales es una ecuacién diferencial en derivadas parciales de segundo
. . A B .
orden del tipo: Auge + 2Buzy + Cuyy + Duy + Euy + F = 0, donde la matriz Z = ( B C ) tiene un
determinante negativo. Un ejemplo de ecuacion diferencial hiperboélica es la ecuacion de ondas.

9Una funcién f : U C R™ — R es suave (0 C™) si existen todas sus derivadas parciales de cualquier orden.
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Entonces, si ¢ es un campo tensorial de tipo (k,l)H x sera de tipo (I, k), de modo que para
todas estas familias tenemos

ds

B 5. 2.2

o= [ o (223)
Entonces, decimos que S es funcionalmente diferenciable en 1. Llamamos a x la derivada
funcional T de S y la denotamos

08
=|— . 2.24
N who (2.21)

Consideremos ahora un funcional S de la forma

Syl = /M L[], (2.25)

donde £ es una funcién local de 1 y de un nimero finito de sus derivadas,

L= L (Y(x), Vip(2), ... VFp(2)) . (2.26)

Supongamos que S es funcionalmente diferenciable y que las configuraciones del campo v
que extremizan S,

[gﬂ =0 (2.27)

son precisamente las que son soluciones de la ecuacion de campo para . S es llamada accion,
L es llamada densidad lagrangiana, y la especificaciéon de L es lo que llamamos Formulacion
lagrangiana de la teoria de campos.

La Formulacion lagrangiana de la teoria de campos es practicamente anédloga a la Formulacion
lagrangiana de la mecanica de la particula. En la mecénica de la particula se especifica una accion
funcional de la trayectoria de la particula como la integral de una funcion lagrangiana sobre esa
misma trayectoria. El problema variacional analogo a se trata precisamente enfocando
nuestra atencién en trayectorias finitas y buscando los extremos de la accion, respecto a las
variaciones de camino que dejan los extremos fijos. Por analogia, para plantear nuestro problema
variacional en el caso del campo, debemos enfocar la atencién en una regiéon compacta, U, de
M y considerar las familias de un parametro v,.

Continuando con la analogia, tenemos que en relatividad general, la variable de campo es
la métrica del espacio-tiempo, g,p, definida en una variedad de dimension cuatro, M. En es-
te caso, un leve inconveniente surge de la naturaleza del elemento de volumen a usarse en
las integrales y (2.25); este es el volumen €4pcq¢ determinado por g,p, por la ecuacion
entne, o = (—=1)°n!l, donde n es la dimensién de la variedad y s = 1 para la métrica Loren-
tziana. Consecuentemente, el elemento de volumen depende de la variable de campo, por tanto,
su variacién debe ser tenida en cuenta a la hora de calcular las derivadas funcionales. Una forma
de manejar esta situacion es definir £ como un tensor antisimétrico de cuarto orden en lugar de
un escalar incorporando el elemento de volumen en L. Esto requiere hacer una modificacién si-
milar en nuestra definiciéon de derivada funcional. En cambio, seguiremos un procedimiento mas

10Un tensor, T, de tipo (k,1) sobre V es una aplicacion multilineal 7" : Vi X oo X Vi X Vi) X x Vg = R
donde V' un espacio vectorial de dimensién finita y V* es su espacio vectorial dual

1 1a derivada funcional es una generalizacion de la derivada usual que se presenta en el calculo de variaciones.
En una derivada funcional, en vez de diferenciar una funciéon con respecto a una variable, uno diferencia una
funcional con respecto a una funcién. Un funcional es una funcién cuyo dominio es un conjunto de funciones.
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simple que consiste en introducir un elemento de volumen fijo €4pcd = €[apeq) €n M y definiendo
las integrales sobre M respecto a egpeq en lugar de €4pc4. Una forma de hacerlo (al menos en una
porcion de M) es elegir un sistema de coordenadas y tomar egp.q como el elemento de volumen
asociado. Dado que dos elementos de volumen arbitrarios difieren entre si, en cada punto, en un
factor escalar, tenemos

€abed = feabcd~ (228)

Para determinar el valor de f, debemos tener en cuenta que €gcq €8 un tensor totalmente
antisimétrico, por lo que debe cumplir:

€ tney, Ly, = (—1)" 0l 692,500, (2.29)

y su derivada covariante cumple

vbeal.“an =0. (230)

El elemento de volumen que cumple éstas condiciones es el que surge de sustituir f por \/—g,
donde g es el determinante de la matriz de componentes g, de la métrica en esa base. Entonces

€ = V/—geapeqdr®dabdatdz? ~ \/—gd*z. (2.31)

Dado un elemento de volumen egpeq en M, definimos un tensor densidad 7%, 4 como un
tensor que puede ser expresado de la forma

190, a = TG, 232)

donde T““'bcmd es un tensor cuyo valor no depende de la eleccién de eqp.q. Para que la accién S
sea independiente de eqpcq, €8 necesario que la densidad lagrangiana £ sea una densidad escalar.
Similarmente, para que % sea independiente de eqp.q, las derivadas funcionales de S deben ser
densidades tensoriales.

Demostraremos que (exceptuando los términos de borde) la densidad escalar

La=+v—-gR (2.33)

es una densidad Lagragiana para la ecuacién de Einstein en el vacio. La accién correspondiente,

S [¢*] = /Ece, (2.34)

es conocida como accidn de Hilbert-Einstein. Aqui hemos escrito e = egpeqdr®dzldrtdz? = d*x
con el fin de enfatizar el uso de este elemento de volumen. Ademés, por conveniencia, hemos
tomado la inversa de la métrica ¢g?°, en lugar de g5, como la variable del campo. Para una
variacién de un parametro definimos §g** = dg®/d\.

Para una familia de un parametro empezando de ¢°°, tenemos

ac
= V=9 (6Rw) 9" + V=9 Rar69" + RS (V=) - (2.35)

Ademaés,

gab(sRab = Vavaa (236)
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&
donde

vy = VP (6gap) — g“v, (0gea) - (2.37)

La traza de una matriz cumple:

tr [CZ;A*} = detl(A)jt[det (A)]. (2.38)

Por lo tanto,

1 u 1 "
0 (V=9) = 5vV=99" 090 = —5V=9 9ardg""- (2.39)
De esta manera, llegamos a que

iS¢ [dlc [ 1 "
ax = X —/V VaV ge+/(Rab+ 2Rgab> 69 ge. (240)

El primer término de la ecuaciéon es la integral de una divergencia, V%v,, con respecto
al elemento de volumen natural ¢ = \/—ge. De hecho, por el teorema de Stockes esta integral
contribuye a un término de borde. Dado que en nuestro modelo estamos considerando una
variedad compacta sin borde, podemos descartar ese término. Por tanto, encontramos que

Ye 1
5gab =V —g (Rab — 2Rgab> (2.41)

y vemos que de las ecuaciones y (2.41)) resulta la ecuacién de Einstein en el vacio, tal
como querfamos. Desde el punto de vista lagrangiano, la ecuaciéon de Einstein surge de una
manera muy natural, ya que la densidad lagrangiana , es una de las densidades escalares
mas simples que se pueden construir de la métrica del espacio-tiempo.

Es interesante notar que, en lugar de ver solamente la métrica como variable de campo
de la relatividad general, podemos ver la métrica y el operador derivada V, como variables
independientes.

Observemos que si utilizamos la misma densidad lagrangiana pero vemos Ry, como
una funcién tnicamente del operador derivada (independiente de ¢%°) y variamos la accidn de
Palating,

v [9°°, V4] = / V=9 Rarg™e, (2.42)

con respecto a g*° y V,, recuperamos la ecuacién de Einstein junto con la condicién de
compatibilidad de la métrica V.g% = 0 en el operador derivada.

Si pasamos de la ecuaciéon de Einstein en el vacio al caso en que existe un campo con masa,
también es posible realizar una formulacién lagrangiana de una manera muy simple. Primero,
debemos encontrar una densidad lagrangiana adecuada para dicho campo con masa en el espacio-
tiempo.

Para obtener las ecuaciones de Einstein acopladas para un campo con masa, construimos
una densidad lagrangiana total, £, mediante la adicién de una densidad lagrangiana L con un
multiplo de la densidad lagrangiana del campo con masa, Ly ,

12Fsta igualdad aparece al linealizar la ecuacién de FEinstein para 745 = dgf\b N tal que, 0 = Rac =

—% 09440V OV cvpq — %0 07,0V 4vac + Ogbdovbov(c%)d
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L=Lc+anyLy, (2.43)

donde ajs es una constante. Dado que L4 no depende del campo con masa, la variaciéon de la
accion total, S, con respecto a él, da lugar a la misma ecuacién que la variacién de, solamente,
Syr. La variacion de S con respecto a g% da lugar a la ecuacién

1
Gab = Rab + iRgab = 87TTab7 (244)
donde el tensor T, se define como

(6374 1 §SM
81 /=g dgt
La acciéon de la materia Sy, debe ser invariante bajo difeomorfismos, i.e., si f : M — M es
una familia de difeomorfismos de un parametro, tenemos Sy; [g“b, 1/1] =Sy [fj\"g“b, f;w], donde
V= V.
De hecho, para dichas variaciones, tenemos

Top = (2.45)

dSM 5SM b 5SM
= — = a 2‘4
0=—7 54 5g"" + S0 51, (2.46)

Para tales variaciones, 6g® tiene la forma general dg® = V (“w’), donde w” es un campo
vectorial arbitrario. Supongamos que v satisface las ecuaciones del campo con masa. Entonces
0Sam/0y |y= 0, asi que el segundo término en la ecuacién no contribuye. Usando la
definicién encontramos que para un campo vectorial arbitrario y suave w®, tenemos

0= / V —gTabv(awb)ez /Tabvawbez _/(VaTab) wbev (247)

lo que implica que

VT, = 0. (2.48)

Para una accion invariante frente a difeomorfismos, T,; siempre se conserva en virtud de
la ecuaciéon de campo. Esto refuerza la interpretacion de T,p, que representa el tensor energia-
momento del campo con masa. Notemos que aplicando el argumento anterior a S tenemos

VeGap = 0. (2.49)

Entonces, en la formulacién lagrangiana de relatividad general, la identidad de Bianchi puede
ser vista como consecuencia de la invariancia de la accion de Hilbert-Einstein bajo difeomorfis-
mos.

2.3. Formulacién hamiltoniana de las Ecuaciones de Eins-
tein
Una formulacién lagrangiana de una teoria de campos es covariante en el espacio—tiempoE

Especificamos en la variedad del espacio-tiempo una accién funcional del campo ¥ cuya extre-
mizacién da lugar a las ecuaciones del campo. El primer paso para la formulacion hamiltoniana

13Fs invariante frente a transformaciones generales de coordenadas.
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consiste en escoger una funciéon global de tiempo ¢ y un campo vectorial ¢ en un espacio-
tiempo tal que las superficies, 3;, de ¢ constante, son superficies (espaciales) de Cauchy, tales
que t*V,t = 1. El campo vectorial t* puede ser interpretado como el “flujo de tiempo” en el
espacio-tiempo y puede ser utilizado para identificar cada superficie 3¢, con la superficie inicial
>9- En el espacio-tiempo de Mikowski la eleccion de ¢ y t* usualmente se realiza a través de un
sistema de coordenadas inercial, pero en un espacio-tiempo curvo no hay ninguna eleccién pre-
ferencial. En la realizacion de integrales sobre M seria natural para la mayoria de los propositos
usar el elemento de volumen €454 asociado con la métrica del espacio-tiempo. Similarmente,
en la realizacién de integrales sobre X; seria natural, en la mayoria de los casos, utilizar el ele-
mento de volumen ®egpe = €gapen?, donde n es la normal unitaria a ;. Sin embargo, estos
elementos de volumen seran, en general, dependientes del tiempo en el sentido queL;€gpeq 7# 0
y L:®epe # 0, donde L; es la derivada de Li respecto del tiempo (el subindice ¢ indica
derivada temporal, que no es méas que la derivada de Lie en la direcion del flujo temporal t,).
El uso de un elemento de volumen dependiente del tiempo sobre ¥; no es conveniente en el caso
en que deseemos identificar 3; con ¥y a fin de ver la evolucién dindmica como el cambio de los
campos sobre la variedad fija 3. Por lo tanto, introduciremos un elemento de volumen egpeq
en M que satisface Lieqpeq = 0. Una forma de realizar esto, al menos localmente, es introducir
coordenadas x!, 22,23 en adicion a t tal que t* = (9/0t)" y tomar e como la coordenada del
elemento de volumen d*z. Sobre cada 3, definimos B egpe = edabet®. A menos que se indique lo
contrario, todas las integrales sobre M seran realizadas utilizando el elemento de volumen egpcq
y todas las integrales sobre ¥, seran con respecto al elemento de volumen ¥ ¢,;.. En particular,
con el fin de que nuestros resultados sean independientes de la eleccion de egpeq, la densidad
Lagragiana debe ser una densidad escalar en M y el momento 7 (que definiremos a continuacion)
debe ser una densidad tensorial en ;.

El siguiente paso para la formulacién hamiltoniana es definir un espacio de configuracion
especificando qué campo o campos tensoriales ¢ en X; describen fisicamente la configuraciéon
instantédnea de 1. El espacio de momentos posible del campo en una configuraciéon dada q es
tomada como el “espacio cotangente”, V", del espacio de configuracion en g. Ya que el conjunto de
posibles configuraciones del campo tiene dimension infinita, no intentaremos dar una definicién
precisa de V*. Sin embargo, en el caso donde las variaciones infinitesimales permitidas (vectores
tangentes) dq en ¢, sean representadas por campos tensoriales en X; de tipo (k,l) tomaremos
el espacio de momentos que consisten en campos tensoriales, 7, de tipo (k,l) en ¥;, de modo
que las aplicaciones 7 , dq en R a través de dqg — th mdq, donde la contraccién de los indices es
entendida. Entonces, se debe dar una prescripcién para asociar un momento 7 con el campo 1
en X .

El dltimo paso requerido para la formulacion hamiltoniana de la teoria de campos es la
especificacion de un funcional H [g, 7] en X, llamada el hamiltoniano, el cual tiene la forma

H = H, (2.50)
3¢
donde la densidad hamiltoniana H es la funcién local de ¢, m y de sus derivadas espaciales hasta
un orden finito, tal que las ecuaciones

=B = —— 2.51
q tq on (2.51)

1413 derivada de Lie es una derivacion en el dlgebra de funciones diferenciables sobre una variedad diferenciable
M, cuya definicién puede extenderse al dlgebra tensorial de la variedad. Obtenemos entonces lo que en topologia
diferencial se denomina derivacion tensorial: una aplicacién R-lineal sobre el conjunto de tensores de tipo (k,1),
que preserva el tipo tensorial y satisface la regla del producto de Leibniz y que conmuta con las contracciones.
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T = = _oH (2.52)
oq
son equivalentes a la ecuacion de campo que satisface 1.

Dada una formulacién lagrangiana de una teoria de campos, existe una prescripcién estandar
para obtener la formulacién hamiltoniana aniloga al procedimiento utilizado en mecénica de la
particula. Primero, tomamos ¢ simplemente como el campo ¢ evaluado en ¥;. Luego, vemos la
densidad lagrangiana como una funcién de ¢, sus derivadas temporales, y sus derivadas espa-
ciales. Asumiendo que £ no depende de las derivadas temporales de orden mayor a uno de g,
tomamos el momento, 7, asociado a ¥ en ¥; como

oL
T=—. 2.53
5 (2:53)
A continuacién, intentaremos resolver la ecuacion (2.53) para ¢ como funcién de g y m. Si
esto no es posible, definimos

H(q,7) =7¢— L, (2.54)

donde ¢ = ¢(g,7) es entendida en esta ecuacion tanto explicitamente como en su aspecto
implicito en L. Con esta eleccién de H, las ecuaciones (2.51) y (2.52) son equivalentes a la
ecuacion ([2.27)). Para probar esto, definimos

tz t2
J= Hdt:/ H——S+/ dt/ (2.55)
t1 t1

Entonces, para una variaciéon suave de un parametro de i que satisface 09y =0ent =1ty

t = to, tenemos
Y[ [ [y ]
PN
to
/ dt/ [7d¢ + ¢om] — (cili

to d
_ / dt / [—7'75q+(j67r]—§, (2.56)
t1 PN

donde en la ultima igualdad realizamos una integracion por partes. Comparando el primer y
el ultimo término de la ecuaciéon anterior, vemos que §5/d¢ = 0 si y s6lo si se satisfacen las
ecuaciones y ([2:52). Entonces, H es una densidad hamiltoniana para v.

Haciendo analogia al procedimiento que se realiza para obtener la formulacién hamiltoniana
en la teoria de una campo de Klein-Gordon en el espacio-tiempo de Minkowski, y la formulacion
hamiltoniana de las ecuaciones de Maxwell en el espacio-tiempo de Minkowski (ver Ref. ,
intentaremos obtener la formulacion hamiltoniana de las ecuaciones de Einstein] Elegimos la
funcién de tiempo t y el campo vectorial “flujo de tiempo” t*en M que satisface t*V,t = 1.
Notemos que no nos es posible interpretar ¢ y t* en términos de medidas fisicas usando relojes
hasta que conozcamos la métrica del espacio-tiempo, la cual es la variable del campo desconocida
en las ecuaciones de Einstein. Dada una métrica g, es conveniente descomponer t® en sus partes
normal y tangencial con respecto a las superficies, ¥, de tiempo t constante. Definimos la funcion
lapso, N, como
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N = —gapt®n® = (n®Vat) ™" (2.57)

y el vector desplazamiento N* como

N® = hoyt?, (2.58)

donde n® es un vector normal (unitario) a X; y hap = gab + nenp es la métrica espacial inducida
en X;. Entonces, N mide la tasa de flujo de tiempo propio, 7, con respecto a la coordenada de
tiempo, ¢, a medida que nos movemos normalmente a ;; mientras que N mide la cantidad de
desplazamientos tangenciales a X; contenidos en el campo vectorial de flujo de tiempo t* (Fig.
(2.2)). En términos de N, N y t*, tenemos

a __ 1 a a
n fﬁ(t N%Y, (2.59)

Figura 2.2: Diagrama del espacio-tiempo donde se ilustra la definicién de la funcién Lapso, N, y el
vector desplazamiento, N°.

y por lo tanto, la inversa de la métrica del espacio-tiempo puede ser escrita como

9" =h® —n*n® =h" — N2 (t* -~ N%) (" — N?). (2.60)

Es conveniente elegir, como nuestras variables de campo la métrica espacial, hqp, la funcion
lapso N, y la forma covariante del vector desplazamiento, N, = hq, N (donde los indices
de los vectores espaciales suben y bajan con hgp), en lugar de la inversa de la métrica, go°.
Los requerimientos de que h*°h., sea el operador identidad en el espacio tangente ¥; y que
h®Vut = 0, nos permiten calcular h® a partir de hgy, y, de ahi, obtener N® = h*N,. Asi,
de la ecuacion vemos que la informacion contenida en (hqp, N, N,) es equivalente a la
contenida en g*°.

Nuevamente, debemos utilizar un elemento de volumen fijo egpeq en el espacio-tiempo que

. 3
satisfaga Lieqpeq = 0 y usaremos el elemento de volumen ey, = \/ﬁ( )eabc, donde h es el
determinante de la matriz de componentes, h,,, de hy, en una base donde las componentes no
nulas de ®egpeq toman los valores £1. Entonces, resulta que

V=g = NVh. (2.61)

El primer paso para obtener el funcional hamiltoniano para relatividad general es expresar la
accion gravitacional en términos de (hgp, N, N,) v sus derivadas temporales y espaciales.

Para ello introducimos la curvatura extrinseca, K, esta relacionada con la derivada tem-
poral de hgp, fzab = Lihqp, de modo que,

1 1
Ky = ihnhab = 5 [nCVchab + heeVpn® + hcbvanc]
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1
= 5N [NnVehay + hae ¥y (Nn®) + ha Vo (N1°)]

1
= 5N*lhm,ﬂ [Athab + Bnhed)

_ % N1 [hab _ DN, — DbNa] , (2.62)

donde D, es el operador derivada en ¥; asociado con hg, y donde la ecuacion (2.59) se utilizo
para pasar de la segunda a la tercera linea.
Expresamos la curvatura escalar, R, como

R=2 (Gabnanb — Rabnanb) . (2.63)

Considerando las relaciones de Gauss-Codacci

(1) Rape® = ha hy?h K Ry gp? — Koo Ky + Kpe K, ° (2.64)
(i1) Do K% — DyK®, = Rean®h®, (2.65)
obtenemos:
1
Gan™n® = 3 {<3>R ~ KK+ K2} : (2.66)

donde K = K“%,. Por otro lado, de la definicién del tensor de Riemann tenemos

Rapn®n® = Ryepnon®

=-—n*(VyV,—V.Vy)n
= (Van?) (Ven®) — (Ven®) (Van©) — Vo (n®Ven®) + Ve (nVen?)
= K? — K;oK% — VYV, (n°Vn®) + V. (n®V,n) . (2.67)

Los ultimos dos términos de la derecha de la ecuacion (2.67) son divergencias, y deben ser
descartadas. Asi, de las ecuaciones (2.33)), (2.61) y (2.67) obtenemos

Lo =VhN [(3)]% + KK — Kﬂ . (2.68)

La sustitucion de la ecuacion (2.62)) en la ecuacion (2.68) expresa la accion gravitacional en
la forma deseada, dada en la Ref. [12]
El momento canénicamente conjugado de hgp €s

7 = —QEG

= Vh (K® - Kh®). (2.69)
hab

Sin embargo, L no contiene ninguna derivada temporal de N y N, por tanto, su momento
conjugado es nulo. En analogia con el caso electromagnético, interpretamos este hecho como
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signo de que N y N, no son vistas como variables dindmicas. Entonces, redefinimos nuestra
configuracion espacial para que sea consistente con la métrica Riemanniana, hy;, en 3. Definimos
la densidad hamiltoniana como

HG = Wabhab — EG

1
= -h/2PNBOR 4+ Np1/2 [ﬂ“bwab - 2772] + 27D, N,

—pi2 )N _<3>R+h—1wabwab_1h—1w2 — 2N |D, (h27%) | + 2D, (K 2Nym?) § |
2

(2.70)
donde © = 7%,. Nuevamente, el tltimo término de la ecuacion (2.70) contribuye solo a un
término de borde a Hg = [ He®e y sera descartado. La variacion de Hg con respecto a N y
N, da lugar a las ecuaciones

1
~OR+ A lr%r,, — ih—lﬁ =0 (2.71)

D, (h*l/%r“”) =0, (2.72)

que resultan ser vinculos y, por lo tanto, N y N, son los multiplicadores de Lagrange corres-
pondientes.
La ecuaciones dinamicas (2.51) y (2.52), obtenidas a partir de H¢ son[12]

, §He . 1
hap = —= =20 V2N (7100 — =ha 2D, N, 2.
b o <7T b5 b7T> + 2D Np) (2.73)

sab _ _SHg _ _ N2 <(3)Rab _ ;(S)Rhab> n %Nhfl/Qhab (chwcd _ ;W2>

1
—2NhL™Y/? (chcb - 2m“b) +h'?(D*D'N — h**D*D_N)

+h1/2D, (h—l/ 2N°7r“b) — 7@ D NV, (2.74)

donde despreciamos otra vez los términos de borde, y utilizamos la ecuaciéon . Las ecua-
ciones y son equivalentes a la ecuacién de Einstein en el vacio, Ry, = 0. Por tanto,
hemos tenido éxito en realizar una formulacién hamiltoniana restringida de las ecuaciones de
Einstein.

La presencia de vinculos en nuestra formulacién indica que no hemos aislado los grados
de libertad dindmicos verdaderos en nuestra eleccion de la configuracion espacial. Aan cuando
hemos eliminado N y N, como variables dindmicas, los vinculos nos dicen que nuestro espacio
de fases es demasiado “grande”. Esto esta directamente relacionado con la libertad de gauge en
nuestras variables de configuracion.

En las ecuaciones de Einstein existe la libertad de gauge en la eleccién de la configuracion
del campo hgp. Si 9 es un difeomorfismo cualquiera de 3;, entonces hy, v ¥*hg, representa
la misma configuracion fisica. Esto sugiere que debemos tomar el espacio de configuracion de
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relatividad general como las clases de equivalencia, flab, de la métrica Riemanniana sobre ¥,
donde dos métricas son consideradas equivalentes si puede ser llevada una en la otra mediante
un difeomorfismo. Este espacio de configuraciones es conocido como superespaciddl Utilizando
el superespacio como el espacio de configuraciones, tenemos que para cada campo vectorial w?®
en ¥; el momento conjugado 7 debe satisfacer

/ 7 (6hap + D(qws)) = / 76 hay, (2.75)

lo que implica que 7 satisface automaticamente
D, (h_l/Qw“b) ~0. (2.76)

De esta forma, el vinculo puede ser eliminado por la eleccion del superespacio como
espacio de configuraciones.

Sin embargo, el vinculo permanece. Esto puede verse como consecuencia de la liber-
tad de gauge involucrada en la eleccién de pasar del espacio-tiempo a espacio y tiempo. Esto es
analogo al vinculo que surge al parametrizar una teoria libre de vinculos en un espacio-tiempo
fijo, es decir, cuando introducimos al Lagragiano una funcién tiempo (que define la eleccién de la
hipersuperficies, X¢, con respecto a la superficie de referencia X) y tratamos esta funciéon tiempo
como una variable dindmicgl4l En el caso de este tipo de teorias parametrizadas, el vinculo
analogo a es lineal en el momento conjugado a la funcién tiempo. Es posible “desparame-
trizar” la teoria resolviendo el vinculo para el momento. Sin embargo, en el caso de las ecuaciones
de Einstein, el vinculo (2.71) es cuadratico en el momento, y una “desparametrizacion” similar
aparentemente no es posible. Entonces, no es probable encontrar un espacio de configuraciones
para relatividad general tal que, solamente los grados de libertas dindmicos estén presentes en
el espacio de fases. La permanencia del vinculo (2.71) parece ser una caracteristica inevitable
de la formulacién hamiltoniana de la relatividad general.

Nuevamente despreciamos los términos de borde ya que nuestra variedad no posee uno.



Capitulo 3

Modelo cosmologico homogéneo e
1s6tropo

Recordemos que segin lo mencionado en las secciones previas, el espacio-tiempo es una va-
riedad cuatri-dimensional en la que esta definida la métrica, gq,. Esta esta relacionada con la
distribucién de materia en el espacio-tiempo mediante la ecuaciéon de Enstein, G4, = 87T;. Di-
cho esto, nos preguntamos ;cudl de las soluciones de la ecuacién de Einstein describe el espacio-
tiempo observado?, es decir, ;cuél es la que corresponde a nuestro Universo? Para comenzar a
buscar una respuesta a estas cuestiones debemos introducir, en principio, datos observacionales,
ademas de suposiciones acerca de la naturaleza del Universo observado. A partir de esta infor-
macién intentaremos resolver las ecuaciones de Einstein, para asi poder predecir la evolucion
dindmica del Universo.

Proseguiremos investigando la estructura del Universo predicha por la relatividad general,
bajo el supuesto de ser homogéneo e isétropo.

3.1. Homogeneidad e isotropia

Mientras que nuestros telescopios pueden observar objetos muy lejanos a escala humana,
debemos reconocer que, en términos cosmicos, nos reportan informacién de apenas una parte
de nuestro cono de luz pasado. Por tanto, una buena parte de nuestros aportes en cosmologia se
trata de prejuicios filosoficos. Las observaciones pueden llegar a confirmar estos prejuicios, pero
en general no se puede esperar la prueba definitiva de que son correctas.

Desde los tiempos de Copérnico, se ha asumido que no ocupamos un lugar privilegiado en el
Universo, en tanto que si estuvieramos situados en una region diferente, las caracteristicas basicas
de nuestros alrededores serian aparentemente las mismas. Similarmente, es natural asumir la
isotropia del Universo, es decir, que no existen direcciones preferenciales en el espacio, lo que es
confirmado por las observaciones realizadas a una escala lo suficientemente grande. Aunque las
observaciones de la distribucion de galaxias en nuestro Universo muestran cimulos de galaxias
en un amplio rango de escalas de distancia y algunas observaciones recientes muestran grandes
regiones de vacio en ciertas regioneqld] a grandes escalas la distribucion de galaxias parece ser
homogénea e isétropa.

Pruebas de radiofuentes y la isotropia de los rayos X y Gamma en la radiacién césmica de
fondo respalda la hipotesis de homogeneidad e isotropia a gran escala en nuestro Universo.

Es necesario realizar una formulacién matemética acerca de esta hipdtesis de homogeneidad
e isotropia (la cual asumiremos de aqui en adelante). Una ligera definicion del concepto de ho-
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mogeneidad es que, dado un instante de tiempo, cada punto del espacio debe ser “practicamente
igual” al resto de los puntos. Una definicion formal seria: el espacio-tiempo es homogéneo (espa-
cialmente) si existe una familia de superficies de un parametro ¥; que “llena” el espacio-tiempo
(Fig. ) tal que para cada t y para dos puntos cualesquiera p, ¢ € X; existe una isometria
del espacio métrico, g,p, que lleva p en gq.

P

Figura 3.1: Hipersuperficies de homogeneidad espacial en el espacio-tiempo.

Con respecto a la isotropia, debemos tener en cuenta que, en general, en cada punto, al
menos un observador puede ver un Universo isétropo. Por ejemplo, si la materia ordinaria llena
el Universo, cualquier observador en movimiento relativo con ella, ve un Universo is6tropo. A
partir de este hecho podemos dar una formulacion precisa del concepto de isotropia de la siguiente
forma: el espacio-tiempo es isotropo (espacialmente) en cada punto, si existe una congruenciﬂ
de curvas de tiempo (observadores)., con tangentes 1%, “llenando” el espacio-tiempo (Fig. ) y
satisfacen la siguiente propiedad:. Dado un punto cualquiera p y dos vectores espaciales unitarios
tangentes s{, s§ € V,, (vectores ortogonales a u® en p), existe una isometria de gq; que deja fijos
apy au®en p, pero rota s¢ en s5. Entonces, en un Universo isétropo es imposible construir
geométricamente un vector tangente preferente, ortogonal a u®.

Figura 3.2: Linea de mundo de observadores is6tropos en el espacio-tiempo.

Lsi existe una isometria que las relaciona
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Es facil ver que en el caso de un espacio-tiempo homogéneo e isétropo, las superficies 3, de
homogeneidad deben ser ortogonales a las tangentes, u®, a las lineas de mundo de los observa-
dores is6tropos. Si no es asi entonces, asumiendo que los observadores isétropos y la familia de
superficies homogéneas ¥; son unicas, el hecho de que el subespacio tangente ortogonal a u* no
concida con el espacio tangente de X;, nos permite construir geométricamente un vector espacial
preferente.

La métrica del espacio-tiempo, gqp, induce una métrica Riemanniana, hq,(t), y que en cada
>4 coincide con la restriccion de g, en cada punto p € ¥;. La geometria espacial inducida de las
superficies X; esté restringida por los siguientes requerimientos: (i) A causa de homogeneidad,
debe haber isometrias de hg que lleven cualquier punto p € ¥; en cualquier punto g € 3. (ii)
A causa de la isotropia, es imposible construir geométricamente vectores preferentes en ;.

En el caso de un Universo homogéneo e isétropo, se puede demostrar que

G Rapd = Kéc[a(sdb]. (3.1)

Entonces, bajando los indices, tenemos

@) Raped = th[ahb]d' (32)

El requerimiento de homogeneidad (i) implica que K debe ser constante, es decir, no puede
variar de punto a punto de X;. De hecho, es interesante resaltar el hecho de que el requerimiento
(ii) también implica que K es constante.

Un espacio donde se satisface la ecuacion (3.2) (con K constante) es llamado espacio de
curvatura constante. Puede demostrarsdI6] que dos espacios cualesquiera de curvatura constante
de igual dimensién y métrica, y mismos valores de K, deben ser localmente isométricos. Entonces,
nuestra tarea de determinar las posibles geometrias espaciales de ¥; se completara al enumerar
los espacios de curvatura constante que abarcan todos los valores de K. Esto puede realizarse
facilmente. Todos los valores de K se obtienen por las tres-esferas, definidas como las superficies
en el espacio Euclideano plano cuatri-dimensional, R4, cuyas coordenadas cartesianas satisfacen

2?4+ 9% + 22 +w? =RL (3.3)

En coordenadas esféricas, la métrica de la tres-esfera unitaria es

ds® = dip® + sin®y (d6? + sin®0 d¢?) . (3.4)

El valor K = 0 es obtenido por es espacio plano tri-dimensional ordinario. En coordenadas
cartesianas, la métrica es

ds® = da® + dy* + d2*. (3.5)

En coordenadas hiperbolicas, la métrica de el hiperboloide unitario es

ds® = dip* + sinh? (d92 + sin’6 d¢2) . (3.6)

Aun bajo las estrictas asunciones de homogeneidad e isotropia, el marco de la relatividad
general admite varias posibilidades en cuanto a la estructura espacial.

Los Universos que presentan una variedad compacta (por ejemplo, una tres-esfera) como
estructura, son llamados “cerrados” y no tienen borde. En tanto, los Universos que presentan
estructuras espaciales no compactas (tales como hiperboloides) son llamados “abiertos”. De aqui
nace una de las cuestiones més intrigantes de la relatividad general, ;es nuestro Universo cerrado
o abierto?
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Ya que la familia de observadores que hemos elegido tienen un vector u® ortogonal a las
superficies homogéneas, podemos expresar la métrica cuatri-dimensional del espacio-tiempo,
Yab, COMO

Jab = —UgUp + hab(t)7 (37)

donde para cada t, h,p(t) es proporcional a la métrica de, ya sea, (a) una esfera, (b) un espacio
Euclideano plano, o (c¢) un hiperboloide, en ¥,. Elegimos, por conveniencia, como coordenadas
correspondientes (a) esféricas, (b) cartesianas, o (¢) hiperbélicas, respectivamente, en una de
las hipersuperficies homogéneas. Asignamos un sistema de coordenadas fijo a cada observador y
finalmente marcamos cada hipersuperficie segtn el tiempo propio, 7, de un reloj “sostenido” por
cada uno de los observadores (por homogeneidad, todos los observadores deben medir la misma
diferencia de tiempo entre dos superficies).
Expresada en estas coordenadas, la métrica del espacio-tiempo toma la forma

ds® = —dr? + a® (1) {dy? + sin* (d6” + sin®0 d¢?) } ,
ds* = —dr® + a®(1) {d2® + dy® + d="},

ds® = —dr® + a®(1) {dy? + sinh®y (d6* + sin*0 dg*) } . (3.8)

La forma general de la ecuaciéon (3.8) es llamada modelo cosmologico de Friedmann -
Lemaitre-Robertson- Walker (FLRW)§|

3.2. Dinamica de un Universo homogéneo e is6tropo

Nuestro proximo objetivo es sustituir la métrica del espacio-tiempo en la ecuacién de
Einstein para obtener las predicciones de la evolucién dindmica del Universo. El primer
paso es describir el contenido de materia del Universo en términos del tensor momento-energia,
Tup, que aparece en el lado derecho de la ecuacion de Einstein. En escalas césmicas, con las que
estamos trabajando, cada galaxia puede idealizarse como un “grano de polvo”. Las velocidades
aleatorias de las galaxias son pequenas, por tanto, la presiéon de este “polvo de galaxias” es
despreciable. En buena aproximacion, el tensor momento-energia de la materia en el presente
Universo toma la forma

Top = puguy, (3.9)

donde p es la densidad promedio de materia. Sin embargo, existen también otras formas de
materia y energia en el Universo. Ya mencionamos la existencia de una radiacién térmica a 3°K;
ésta puede ser descrita por el tensor energia-momento correspondiente a un fluido perfecto, pero
su presion no es cero, de hecho es P = p/3. En el Universo actual, la contribucion de la radiacion
térmica en el tensor T,; es despreciable, pero como veremos méas adelante, su contribucién en
el Universo temprano es dominante. Entonces, en el tratamiento de la ecuacién de Einstein,
tomarfamos 7Ty, de forma general como el correspondiente a un fluido perfecto

Tup = pugty + P(gap + waup). (3.10)

Siguiendo con nuestro estudio sobre la dindmica, debemos calcular G,; a partir de la métrica
(13.8) e igualarla a 87Ty, ecuacion (3.10). A priori, obtendremos diez ecuaciones correspondientes
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a diez componentes independientes de un tensor simétrico de dos indices. Teniendo en cuenta
las simetrias del espacio-tiempo, en este caso, tendremos sélo dos ecuaciones independientes.
Las componentes independientes de la ecuaciéon de Einstein son simplemente

Gapuu® = 87p (3.11)

Gapss® = 8P, (3.12)

donde s® es un vector unitario arbitrario tangente a las hipersuperficies homogéneas.
Ahora, debemos calcular G u®u’ y Gaps5?s” en términos de a(7). Debemos hacer esto expli-
citamente para el caso de geometria espacial plana,

ds® = —dr? + aQ(T) {d:r2 + dy® + dz2} . (3.13)

Las componentes no nulas de los simbolos de Christoffel son

I =07, =T".. =aa (3.14)

meq— = Fny = FyTy = FZTz = Fz‘rz = szT = d/a, (315)

donde @ = da/dr. Entonces, las componentes independientes del tensor de Riemann se calculan:

Rapu®u® = —3i/a (3.16)
a b -2 a ('12
Raps®s” =a "Ry = — +2—. (3.17)
a a
Ya que tenemos
b b i a*
R = —Rypuu’ + 3G p5%s° =6 ( + 2> (3.18)
a  a
podemos calcular las componentes independientes del tensor de Einstein
1
Gapuub = Ropu®u® + Sh= 3a%/a* = 87p (3.19)
a b ab 1 a d2
Gaps"s” = Raps®s’ — sR=—2— — — =87P. (3.20)
2 a a
Combinando ambas, obtenemos
3a/a = —4w (p+ 3P). (3.21)

Repitiendo el calculo para los casos de geometrias esféricas e hiperboloides, obtenemos la
evolucién general para una cosmologia homogénea e isotropica.

3a%/a® = 8np — 3k/a? (3.22)

3i/a = —4m (p+ 3P), (3.23)

donde k = +1 para la tres-esfera, k = 0 para el espacio plano, y k = —1 para el hiperboloide.
Veamos que el Universo no puede ser estatico, por lo tanto se debe cumplir p >0y P > 0.
Sustituyendo estas desigualdades en la ecuaciéon (3.23) tenemos que & < 0 (con una posible
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excepcion en el instante de tiempo cuando pasamos de la expansion a la contraccion). La natu-
raleza de esta expansién o contraccion nos dice que la escala de distancias entre los observadores
isotropicos (en particular, entre las galaxias) cambia a través del tiempo, pero no existe un cen-
tro de expansiéon o contraccién. Por lo tanto, si la distancia entre dos observadores isotrépicos
en el tiempo 7 es R, la tasa de cambio de R es

v=— =22 2[R, (3.24)

donde H(7) = a/a es llamada pardmetro de Hubble y la ecuacion es conocida como ley
de Hubble. Notese que v puede ser mayor que la luz, si R es lo suficientemente grande. Esto
no contradice el postulado fundamental de relatividad especial y general, ya que este refiere a
la velocidad relativa entre dos objetos medida en el mismo evento del espacio-tiempo, no una
velocidad definida entre dos objetos distantes.

La expansion del Universo segin la ecuacion ha sido confirmada por el corrimiento al
rojo de galaxias distantes, como veremos en la préxima seccion.

Dado un Universo en expansién, @ > 0, sabemos de la ecuacién que i < 0, por
tanto, el Universo debi6é expandirse cada vez mas rapido si vamos hacia atras en el tiempo.
Si el Universo se hubiera expandido siempre a la misma tasa, entonces en un tiempo pasado
T =a/a = H™ !, tendriamos a = 0. Bajo la asuncién de homogeneidad e isotropia, la relatividad
general predice que, en un tiempo menor a H ! el Universo consistia en un singularidad, es decir,
la distancia entre todos los puntos del espacio era nula; la densidad de materia y la curvatura del
espacio-tiempo era infinita. Este estado del Universo como una singularidad es conocido como
singularidad del Big Bangl}

Dado que la estructura del espacio-tiempo es singular en el Big Bang, no tiene sentido fisico,
ni matemaético, cuestionarse sobre el estado del Universo antes del Big Bang; no existe forma
alguna de extender la variedad y la métrica del espacio-tiempo mas alla del Big Bang, dentro
del contexto de la relatividad general.

Luego de haber discutido las predicciones cualitativas de la relatividad general para la evolu-
cion del Universo, es 1til obtener la ecuaciéon para la evolucién de la densidad de masa. Multipli-
cando la ecuacién por a?, diferenciando con respecto a 7, y eliminando @ con la ecuacién

(3-23), obtenemos

p+3(p+P)aja=0. (3.25)

Entonces, para el “polvo de galaxias” con P = 0 tenemos

pa® = constante, (3.26)

lo que representa la conservacion de la masa en reposo, mientras que para la radiacion (P = p/3)
tenemos

pa* = constante. (3.27)

Las ecuaciones y (3.27) nos muestran que aunque el contenido de radiacién en el
presente Universo parece ser despreciable, su contribucién a la densidad total de masa en el
pasado (cuando a — 0) debe haber sido dominante sobre la materia ordinaria.

Ahora, podemos analizar las caracteristicas cualitativas para la evolucion futura de nuestro
Universo. Si k = 0,—1, la ecuaciéon nos dice que @ nunca puede ser cero; por tanto si el
Universo se encuentra en expansion en el presente, debe continuar expandiéndose por siempre.
Por tanto, para cualquier tipo de materia con P 2 0, p debe decrecer con a~3. Entonces pa® — 0
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cuando a — oo. De hecho, si k£ = 0 la velocidad de expansién a tiende asintéticamente a cero
cuando 7 — 0o, mientras que si k = —1, entonces @ — 1 cuando 7 — oo.

Sin embargo, si k = +1, el Universo no puede expandirse por siempre. El primer término de
la ecuacién decrece con a mas rapidamente que el segundo término, y asi, dado que el
lado derecho debe ser positivo, existe un valor critico, a., tal que a < a.. Ademéas, a no puede
tender asintéticamente a a. cuando 7 — 0o, ya que la magnitud de d esta acotada inferiormente
por la ecuacién . Entonces, si k = 41, luego de un tiempo finito a partir del origen (Big
Bang), el Universo alcanzara un tamafio maximo a., y comenzard a contraerse nuevamente en
lo que conocemos como “Big Crunch”, lo que desembocara en el final del Universo.

Concentrémonos ahora en la solucién exacta de las ecuaciones y (3:23)). El procedimien-
to més eficiente para obtenerla es eliminando p usando la ecuacién , o respectivamente, la
ecuacion , y sustituirla en la ecuacién . Obtenemos para el polvo

> —Cla+k=0, (3.28)

donde C = 8mpa®/3 es constante; y para la radiacion, la ecuacion

a*—C'Ja* + k=0, (3.29)

donde C’" = 8mpa*/3 . Dada la ecuacion (3.26)), la ecuacion (3.23)) es redundante, por lo tanto,
la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden (3.28)), es todo lo que tenemos que resolver.
Las soluciones para a(7) pueden ser obtenidas facilmente por métodos elementales.

‘ Geometria espacial

“Polvo” P =0 H Radiacion P = £p ‘

el [1 - (1- T/W)T v

tres-esfera, k = +1 a=1C(1 - cosn)

N

HTZIC 1 — sinn) H

|
90/4)1/3 2/3 H 40/)1/4 1/2 ‘

|

|
‘ Plano, k=0 H a=(
9 1/2
Hiperboloide, k = —1 || a = C (coshn —1) || a = Ve [(1 +7/\@) — 1}
‘ H T = %C’(sinhnfn) H ‘

Cuadro 3.2: Soluciones del modelo cosmolégico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

En la Fig.(3.3) vemos las soluciones de a (7) en funcion de 7 .
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a(r) / —

Figura 3.3: Dinamica de un Universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

3.3. Fendémenos cosmolégicos

3.3.1. Corrimiento al rojo

La evidencia més directa de la expansién del Universo viene del corrimiento al rojo espectral
en las galaxias distantes. A continuacién veremos en qué consiste este fendémeno.

Supongamos que en un evento P; a determinado tiempo 71, un observador comévil emite un
foton con frecuencia wy . Este foton es observado por otro observador comoévil en un evento P, en
un tiempo 79 como se muestra en la Fig.. Queremos encontrar la frecuencia, ws, observada
por el segundo observador.

En los problemas de corrimiento al rojo en relatividad general, debemos tener en cuenta lo
siguiente: (1) En la aproximacion de la 6ptica geomeétrica, la luz viaja en geodésicas nulas; (2)
La frecuencia de una senal de luz cuyo vector de onda es k%, medida por un observador con

cuadri-velocidad u® es
w = —kqu®. (3.30)

Figura 3.4: Diagrama del espacio-tiempo que muestra la emisién de un haz de luz en el evento P; y su
recepcién en el evento Ps.

Asi, siempre es posible encontrar la frecuencia observada calculando la geodésica nula deter-
minada por el valor inicial de k® en el punto de emisién y luego hallando el lado derecho de la
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ecuacion en el punto de observacion.

Debemos notar que para las tres geometrias posibles podemos hallar un espacio-tiempo con
un campo vectorial de Killingﬂ £ con puntos en la direccion de la proyeccion de k% en 31 en
el punto P; y puntos en la direccién de la proyeccion de k% en s en el punto P,. Mediante un
desarrollo con estos campos vectoriales de Killing podemos demostrar que

w _a(m)
w1 a (7'2)
Este resultado tiene la simple interpretacion de que el Universo esta en expansion; la longitud

de onda de cada fotén crece en proporcién al grado de expansion.
El factor de corrimiento al rojo, z, estd dado por

(3.31)

_deh_we o a(n)

= = -1 3.32

)\1 w1 a (Tg) ( )

Para la luz emitida por galaxias cercanas, tenemos 7 — 71 ~ R, donde R es la distancia
propia presente a la galaxia. Por lo tanto, para galaxias cercanas se cumple

a(m) ~a(m)+ (2 —m)a, (3.33)

entonces tenemos que

P SR = HR (3.34)

es la relacion lineal entre la distancia y el corrimiento al rojo, descubierta por Hubble. El
corrimiento al rojo en galaxias distantes se desviara de esta ley lineal, dependiendo de cuél es
la variacién de a (7) varia con 7.

3.3.2. Horizonte de particulas

Ciertas preguntas surgen del estudio de modelos cosmologicos en relatividad general. En
principio, ;Qué porciéon del Universo puede ser observado en un evento dado P? Mas precisa-
mente, en el caso particular del modelo cosmolégico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker,
nos preguntamos jqué observadores comoviles (galaxias) pueden emitir una sefial que alcance
a un observador isoétropo dado en el evento P? El limite entre las lineas de mundo que pueden
verse desde P y aquellas que no, es llamada horizonte de particulas en P. Dado que el Universo
se reduce a tamano cero a medida que nos aproximamos a la singularidad del Big Bang, es de
esperar que todos los observadores coméviles puedan comunicarse entre si, envidndose senales
en la historia temprana del Universo, cuando se encontraban muy préximos. Sin embargo, de-
mostraremos que este no es el caso para los modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker,
que se expanden lo suficientemente rapido a partir de la singularidad inicial (Big Bang).

Para demostrar la existencia de un horizonte de particulas no trivial mas vamos a considerar
una geometria espacial plana

ds* = —d7* + a® (1) (da® + dy* + d2?) . (3.35)

Realizando la siguiente transformacion de coordenadas (tiempo conforme),

2Un campo vectorial de Killing es un vector definido sobre una variedad de Riemann que define un grupo
uniparamétrico de isometrias. En teorfa de la relatividad general los vectores de Killing son de gran importancia
porque permiten definir tanto leyes de conservacién como construir otros invariantes ttiles en la resolucion de
problemas fisicos.
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dr
- / e (3.36)

podemos expresar la métrica (ecuacion (3.35)) como

ds® = a® (t) (—dt* + da® + dy* + dz?) . (3.37)

Esta es un multiplo de la métrica del espacio-tiempo plano de Minkowski y se la denomina
conformemente plana. La relevancia de esta afirmacion surge del hecho de que un vector sera
temporal, nulo, o espacial en la métrica si y sélo si tiene la misma propiedad con respecto
a la métrica plana

ds? = —dt® + da® + dy® + dz*. (3.38)

Por lo tanto, es posible enviar una senal entre dos eventos (unirlos mediante una curva de
tiempo o nula) en la métrica si y sblo si esto puede hacerse también en la métrica pla-
na . Entonces, un observador en el evento P serd capaz de recibir una senal de todos
los demés observadores comoviles si y sélo si la integral que define ¢, diverge a medida
que nos aproximamos a la singularidad del Big Bang, 7 — 0. Si esta integral diverge (caso en
que a (1) < a7 para cierta constante « mientras 7 — 0) entonces el modelo de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker estara conformemente relacionado al espacio-tiempo de Minkowski
(t se extendera hasta —oo) y no habra horizonte de particulas. Por otro lado, si la integral con-
verge, el modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker estard conformemente relacionado
a solo una porcion del espacio-tiempo de Minkowski sobre la superficie de t = constante, y el
horizonte de particulas existe como se ilustra en la Fig..

singulority
i i

Figura 3.5: La estructura causal de las soluciones de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker cerca de
la singularidad del “Big Bang”. El horizonte de particulas existe siempre que un observador no sea capaz
de “ver” a todos los demas observadores isétropos en el Universo.

Como vemos en la tabla 5.1, para k = 0, atin en el caso del polvo, tenemos a () oc 72/3.
Dado que a (1) serd mayor si P > 0, para todas las soluciones de la ecuacion de Einstein en el
espacio plano Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, la integral converge cuando 7 — 0,
y el horizonte de particulas existe.

Para geometrias esféricas e hiperboloides, cuando 7 — 0 el comportamiento de a (1) va al
caso plano, dado que el término que involucra k en la ecuacién (3.22) pasa a ser despreciable. En
el caso de la geometria esférica, la expansion espacial del Universo es finita, y surge la pregunta
de si el horizonte de particulas eventualmente deja de existir o contintia presente cuando el
Universo recolapsa a la singularidad del “Big Crunch”. La respuesta es que, para el Universo
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esférico de polvo , el horizonte de particulas deja de existir en el momento de maxima
expansion, es decir, un haz de luz emitido en el Big Bang viajaré a lo largo del Universo durante
toda su historia, para que el horizonte de particulas permanezca hasta el “Big Crunch”.

La existencia de horizontes de particulas en los modelos cosmolégicos de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker de lugar a una interesante cuestiéon. Segun la radiaciéon césmica de fondo te-
nemos buenas razones para creer que el presente Universo es homogéneo e isétropo en un alto
grado de precision. Si hacemos una comparacién con, por ejemplo,un gas en un recipiente, si
éste esta inicialmente en un estado inhomogéneo se volvera homogéneo al cabo de un tiempo,
debido a la interaccion de las particulas. Esta situaciéon es distinta para el caso del Universo en
el que existen horizontes de particulas, ya que porciones lejanas no pueden interactuar entre si
mediante senales de luz. Por esta razén, para explicar la homogeneidad e isotropia observada en
el presente Universo, debemos postular que (a) su estado inicial era extremadamente homogéneo
e isc’)trop o0, de otra manera, (b) el Universo temprano difiere de los modelos cosmologicos de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, de forma que los horizontes de particulas no existian;
por lo que, de algin modo las inhomogeneidades y anisotropias fueron apaciguadas hasta apro-
ximarse a un modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-WalkefI8] Ninguna de las dos teorias
han sido probadas aitin, aunque recientemente se ha sugerido la idea de que el Universo temprano
pasé por una “fase inflacionaria” de la cual resulta la gran ampliacion del horizonte de particulas
en los modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, lo que explicaria como un Universo
con un estado inicial cadtico pueda evolucionar a uno con gran homogeneidad e isotropia. Serd
lo que estudiaremos en la seccién .

3.4. La evolucion de nuestro Universo

En esta seccién haremos una breve descripcion de la historia de nuestro Universo desde el Big
Bang hasta el presente. Supondremos que esta evoluciéon es bien descrita mediante una solucién
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

Una forma de entender la naturaleza del Universo temprano es a través del hecho de que
el factor de escala a, mientras vamos hacia atras en el tiempo, tiene el mismo efecto en la
materia como si ésta se encontrara en una caja cuyas paredes se contraen a la misma tasa.
Por este hecho, la contribucion de la radiacion comparada con la materia ordinaria (bariones)
aumenta hacia el pasado como ya hemos mencionado anteriormente. La densidad de energia de
la radiaciéon cosmica de fondo en el presente Universo, se estima que es alrededor de mil veces
menor que la contribucién de la densidad de masa de la materia ordinaria. Asumiendo que la
radiacion contintia existiendo hacia el pasado (o sea, que no fue emitida por galaxias), segtn las
ecuaciones y (:27), cuando el factor de escala a era mil veces mayor que su valor actual,
la radiacién debi6 ser dominante en la contribuciéon a la densidad de energia del Universo.

Asi como en una caja llena de gas que se contrae, la temperatura de este tltimo aumenta
a medida que las paredes se comprimen, es de esperar que la materia y la radiacién aumen-
ten su temperatura a medida que a decrece, y se vuelvan infinitamente calientes cuando nos
aproximamos al Big Bang, a — 0.

Un problema importante es si las interacciones de materia y radiacién en el Universo tem-
prano se dan en una escala de tiempo suficientemente rapida como para ocurrir localmente, es
decir, dentro del horizonte de particulas.

La escala de tiempo de expansiéon del Universo, tg, el tiempo durante el cual ocurre un
cambio significativo en el factor de escala a, es

tp ~a/a =21 (3.39)



CAPITULO 3. MODELO COSMOLOGICO HOMOGENEO E ISOTROPO 34

Por otro lado, la escala de tiempo de interacciones es
tr < a®/o o< 732 o (T), (3.40)

donde o (T') es la seccion eficaz de las particulas en funciéon de la temperatura, y ademas,
consideramos que se conserva el numero de interacciones entre particulas.

Veamos que, a menos que ¢ caiga muy rapidamente a altas energias, en tiempos tempranos
tendremos t; < tg. Por otro lado, mientras el Universo evoluciona, encontraremos que t; > tg
y la distribucién de materia se apartara del equilibrio térmico.

Luego de estas consideraciones, podemos deducir que el Universo comenzé como un “caldo”
de materia y radiacion caliente (T' — o0), denso (p — o0) y en equilibrio térmico. Sin embargo,
en la evolucion del Universo, el equilibrio térmico no se mantiene (t; > ¢g) . El contenido de
energia en el Universo temprano era dominada por la radiacién. En cambio, en el momento
en que a alcanzo aproximadamente 1/1000 de su valor actual, la contribucion de la materia
ordinaria dominé el contenido de energia del Universo, y su dindmica se convirtié en un modelo
de Universo de “polvo” de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

Durante los primeros 10~43 segundos de la evolucién del Universo (predicha por la relatividad
general clasica), la magnitud de la curvatura del espacio-tiempo era mayor a la escala dada por
la longitud de Planck (Gh/c®) ~ 10~ 33cm.

3.5. ;Por qué Modelos Inflacionarios?

Los modelos inflacionarios (véase Refs. vy [9) son importantes porque solucionan de una
vez varios de los problemas teodricos del Big Bang. La idea de la inflacion explica por qué
el Universo es plano (la densidad actual es igual a la densidad critica), explica la isotropia
de la radiacion cosmica de fondo (el problema del horizonte de particulas). También reduce
casi a cero la sobreproduccion de defectos topolédgicos llevando la mayoria de éstos afuera del
Universo observable; dentro del marco inflacionario se pueden generar inhomogeneidades con las
caracteristicas adecuadas para la formacion de las estructuras observadas a gran escala hoy en
dia, en cierto sentido la inflacién "borra" las condiciones iniciales especiales que necesita el Big
Bang.

Debido a la gran importancia que se le ha dado a este tipo de modelos, debemos dejar en
claro un aspecto sumamente importante, el cual muchas veces se olvida por la suposiciéon de
que tal idea "debe" ser cierta: la inflacién soluciona todos éstos problemas sélo en teoria ya que
la misma atn no ha sido comprobada experimentalemente de forma concluyente Por tanto, en
principio, los problemas del Big Bang siguen abiertos.

Aun cuando la Inflaciéon "borra" muchos defectos del Big Bang, no lo resuelve todo. Es
relativamente facil introducir la idea de la inflacién "a mano" dentro de un modelo cosmolégico
(simplemente, se asume que ocurri6 sin explicar su origen), y, de hecho, existe desde 1981 una
gran cantidad de trabajos teéricos que la utilizan, pero nadie hasta ahora ha podido obtener un
modelo satisfactorio a partir de principios fisicos méas fundamentales.



Capitulo 4

Campo escalar con masa acoplado a
gravedad

4.1. Formulaciéon candnica

En este capitulo aplicaremos los conceptos de relatividad general mencionados en la seccién
anterior, pero ya no consideraremos el caso en el vacio, sino que introduciremos un campo escalar
con masa.

A continuacién, nos introduciremos en la formulacién canoénica de relatividad general. Con-
sideraremos una tres-esfera compacta S que divide la variedad M, cuatri-dimensional, en dos
partes. En una vecindad de S podemos introducir una coordenada temporal ¢, tal que S es la
superficie en ¢t = 0, y coordenadas z* (a = 1,2, 3). La métrica toma la forma

ds®* = —=(N? — N,N%)dt* + 2N, dzdt + hapda®da®, (4.1)

donde N es la funcién lapso y N, el vector desplazamiento, ambos definidos en la formulacion
hamiltoniana de la seccion (2.3). N mide la separacion entre las superficies de tiempo constante
y N, mide la desviaciéon de las lineas de x® constante con respecto a la normal a la superficie
S3.

La accién es

S = /(LG + Ly)d3x.dt, (4.2)
donde
1
Lo = 7o N(G" Ky Koa + B2 R), (4.3)
1 [ 0h,
Kip=— |- b + 2N(a|b) (4.4)

2N ot
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1
Gabed §h1/2 (hachbd + padpbe _ Qhabhcd) ) (4.5)

Notemos que al sustituir las ecuaciones (4.4) y (4.5)) en (4.3)), obtenemos la ecuacion ([2.68)), salvo

un factor 1/16m que hemos introducido por conveniencia, y recordando que hemos considerado
la constante de gravitaciéon de Newton como G = 1.

Al introducir un campo escalar con masa, aparece un nuevo término en el lagrangiano aso-
ciado con él:

_ Lz | y-2 (99)° _ N"90 96 (0 NONTN 00 96 s
Lm = 5 Nh [N <6t N ot o " N ) pgnow MmO | (46)

En el tratamiento del hamiltoniano de relatividad general se consideran las componentes hg

como coordenadas canénicas.
Los momentos candnicos conjugados son

oL hi/2
ﬂ_ab g __

- - _ Kab _ habK 4.
asociado a la coordenada hgp, v
oL . 0¢
= " NTIpY2 (- N = 4.8
™= o0 ¢ B ) (4.8)
asociado al campo ¢.
El hamiltoniano de sistema es:
H= / (7o + 79— Lis — L )d = / (NC + N, H"d*s, (4.9)
donde
1 1 3 ¢ ¢
=1 ube ab Cd—7h1/2 (3) *h1/2 ¢ hab s 242 4.1
C 6mG gpeqm ™’ T T6n R+2 h+ axaa$b+m¢ y ( 0)
H® = —2Dym + h* Dy, (4.11)

Las cantidades N y N, son consideradas multiplicadores de Lagrange y h,;, es la variable
dindmica. Asi, la soluciones obedecen los vinculos

C =0, (4.12)
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H* =0. (4.13)

La ecuacién (4.12) es un vinculo escalar, mientras que la ecuacién es un vinculo de
difeomorfismo, el cual consiste en tres ecuaciones (una para cada a). En total, tenemos cuatro
vinculos.

Si ademés tenemos en cuenta que hg,, es una matriz simétrica de 3 x 3, sabemos que tiene
seis componentes independientes. Podemos concluir que con seis componentes independientes y
cuatro vinculos, tenemos dos grados de libertad para nuestras ecuaciones.

Para una funcién lapso N y un vector desplazamiento NN; dados en S2, las ecuaciones de
movimiento son

oH .., OH
= W’ m = _8hab’ (414)

. OH OH
o e (4.15)

hab

4.2. Modelo de Friedmann no perturbado

Como mencionamos en la introduccion, vamos a considerar un modelo reducido por ho-
mogeneidad e isotropia, con pequenas inhomogeneidades, representadas por perturbaciones en
la métrica de espacio-tiempdd] Comenzaremos dando a conocer el modelo de Friedmann no
perturbado, para luego introducir las funciones perturbadoras.

Consideremos el modelo de minisuperespacidﬂ que consiste en un modelo de Friedmann con
una meétrica de la forma

ds* = 0% (—Ngdt* + ad3) (4.16)

donde d) es la métrica de una tres-esfera de radio unidad. El factor de normalizacion o2 = 2/37

. . . . . -1
fue incluido por conveniencia. El modelo contiene un campo escalar (21/ 27m) ¢, de masa
o~'m, que no varia sobre las superficie de tiempo constante. Esto se puede generalizar para el
caso de un campo escalar con potencial V(¢). Tenemos que la accion es:

1 1 [da\®> 1 1 (d¢\®
- _Z Noa? | —— | — ) —= - = [ = 207 . 4.1
S 2/dt 0a [N&cﬂ(dt) a2 Ng<dt> +m¢] (417)

Variaciones de la accién con respecto a las variables a y ¢ dan lugar a las ecuaciones de
movimiento

d[1de] 3dadp ., ,
i - 41
0 dt [No dt} + T Nom?¢ =0 (4.18)

IEl modelo de minisuperespacio es un modelo reducido por simetrias, con un ntimero finito de grados de
libertad.
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d |1 da do

— | =——| = N2am?¢* — 2a | — 4.19

0 dt [NO dt} oam’e dt (4.19)
De manera equivalente podemos hacer una formulacion hamiltoniana introduciendo los mo-

mentos canénicamente conjugados 7, y mg a través de las relaciones

a da a’ do
a:———’ = —— 4.20
T Nda TN (420)
El hamiltoniano resulta ser
1
Hy = ~No(—a ‘72 + a_37r3, —a+a*m?¢?). (4.21)

2

Por tanto, variaciones con respecto a Ny dan lugar al vinculo Hy = 0.

Para determinar las ecuaciones de movimiento debemos utilizar la siguiente propiedad. Para
una funcién f en la variedad M, que depende de las coordenadas candnicas g;, de sus momentos
canonicos 7; y del tiempo, es decir, f (g;, 7;,t), se cumple que el Corchete de Poissonﬂ de f con
el hamiltoniano H es igual a la derivada respecto al tiempo de f:

f={rH}. (4.22)
Aplicando esta propiedad a las funciones del tiempo a, ¢, 7,, T4 con el hamiltoniano (4.21),
obtenemos las ecuaciones de movimiento:

a=la,H = a=—Noa 'm, (4.23)

¢=[¢,H] = ¢=Noa ’my (4.24)

o = [Ta, H| = 7q = %No(a’erg +3a7 1} = 3a®m?¢® + 1) (4.25)
7y = [y, H] = 74 = —Noa*m?¢. (4.26)

Por otro lado, definimos el vinculo Cy, basado en el vinculo de la ecuacion (4.12]).

2 2
1 (7 us
Co=2 | -2 +a*m?¢? — ~2 —a. (4.27)
2\a a

En un estudio numeérico, es necesario definir las condiciones iniciales de modo que el vinculo se
cumpla. Luego debemos verificar que su evoluciéon se mantenga cercana a cero para asegurarnos

de que estamos en una buena aproximacion a la solucion.

9f Og 99 Of

i 9q; Om; 9q; Om;°

2Dadas f (¢;,mi,t), g(qi,mi,t) entonces el Corchete de Poisson de f con g es: {f,g} = >
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4.3. Modelo Inflacionario

Hoy en dia, la inflacion es un marco teorico muy importante que describe el Universo tem-
prano, y explica los datos observacionales en el presentd7] Ya hemos hablado de la importancia
que tienen los modelos inflacionarios sobre las deficiencias del modelo del Hot Big Bang. Es por
esto que consideramos un modelo inflacionario en nuestro trabajo.

El sistema de ecuaciones que gobierna la dindmica del campo escalar y de la geometria
cosmologica estd dado por la combinacién de las ecuaciones , , y la elecciéon de
Ny =1 (en unidades de masa de Planck, m,), para dar lugar a

12
H?>=2 (‘Z +V (¢)> , (4.28)
donde V (¢) es el potencial del campo escalar, que definiremos como
m262
vie)="2 (4.29)

Se debe aclarar que a la derecha de la ecuacién [4.30, aparece un término a2

despreciable frente a H? durante todo el periodo de inflacién.
Luego, combinando las ecuaciones (4.24) y (4.25) (y manteniendo el valor fijado para Ng),
obtenemos la segunda ecuacién del sistema

, el cual es

$+3Hp+V =0, (4.30)

donde V' = %.

4.3.1. Régimen “slow-roll”

El sistema de ecuaciones (4.28)-(4.30) no siempre corresponde a una expansion acelerada,
pero si lo hace en el llamado régimen “slow-roll”, cuando la energia potencial del campo escalar
domina sobre su energia cinética.

Mas especificamente, la aproximacion “slow-roll” consiste en despreciar la energia cinética
del campo escalar, ¢2, en la ecuacién , y su aceleracion, ¢, en la ecuacion . Asi,
obtenemos el sistema simplificado

H? ~2V (), (4.31)

3HG+V ~0. (4.32)

Veamos en qué régimen es valida esta aproximacion. De la ecuacion (4.32), tenemos que la
velocidad del campo escalar es

v’ m2¢

o - = 4.
¢ Y SH (4.33)

y teniendo en cuenta ¢ < V, llegamos al requerimiento

T
1 (V'
=— | = 1. 4.34
3 36<V><< (4.34)

De la misma manera ¢> <V implica
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"

1V
= —— 1. 4.35
1=y < (4.35)

Entonces, la aproximacion “slow-roll” es véalida cuando el potencial satisface las condiciones

@) v @3,

4.3.2. Numero de “e-fols”

La inflacién debe durar lo suficiente para solventar los problemas del modelo del Hot Big
Bang. Para analizar esta cuestion es tutil introducir el nimero e-foldsﬂ de antes del fin de la
inflacion, al cual llamamos M, y definimos como:

M=1In (aend) , (4.36)
a

siendo a el valor del factor de escala el un momento dado de durante la inflacién y aenq €l
valor del factor de escala justo al final de la misma. Por definicién, M decrece durante la fase
inflacionaria, siendo cero en el instante final.

En la aproximaciéon “slow-roll”, es posible expresar M como una funcién del campo escalar.
Dado que dM = —dln(a) = —H dt = — (H/d)) d¢, y utilizando las ecuaciones (4.33) y (4.31),

obtenemos

V/
Por tanto, dado un potencial V (¢) podemos integrar la ecuacion (4.37) y obtener M en
funcioén de ¢.

Pend
M (§) ~ /¢ v (4.37)

4.3.3. Inflacién para nuestro potencial

Consideremos el potencial

V(¢) = mf . (4.38)

Los parametros “slow-roll” estan dados por

1 /2
€= o (¢> <1, (4.39)
. 2

Sustituyendo el potencial (4.38]) en las ecuaciones de movimiento del régimen “slow-roll” |
podemos integrar explicitamente y obtener la ecuacién del campo en funcién del tiempo

m
¢— ¢ = -3 (t—t;). (4.41)
También podemos expresar el factor de escala como una funcién del campo escalar, simple-

mente sustituyendo la ecuacién anterior en

dn(a) H
e 3¢, (4.42)

3Por e-folds, nos referimos al numero de veces que el factor de escala aumenta en un factor e
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Entonces,

2 42
4 = Ueng€Ip [—W} ) (4.43)

En el caso general, el campo escalar al final de la inflacién, ¢.,q, depende del grado de la ley
de potencias que determina el potencial. En nuestro caso ese exponente es 2, por lo tanto,

1
end = . 4.44
Pend 7 (4.44)
Finalmente, podemos calcular el nimero de e-folds en funcién de ¢ como
3 1
M (¢) ~ §¢2 -3 (4.45)

4.4. Modelo de Friedmann perturbado

Asumiremos la métrica definida por la ecuaciéon (4.1), a la que multiplicamos su lado derecho
por un factor de normalizaciéon 2. La tres-métrica hg, tiene la forma

hab = 0'2(Qab + Gab)a (446)

donde €, es la métrica en la tres-esfera de radio unidad y €, es una perturbacion en la métrica
que puede ser expandida en arménicos como sigue:

1 n o o \Nn e e \n
€ab = 2\/37(- Z |:61/2anlm3QabQ?m + 61/2bnlm (Pab)lm + 21/2677,1771 ( ab)lm + 21/2Cnlm ( ab)lm

n,l,m

+2delm ( Zb)?m + 2d$1lm ( Zb)?m} . (447)

Los armonicos @ (z) son aquellos que permiten expandir cualquier funcién sobre la tres-
esfera en modos. Asimismo, P,;(2®) estd dado por: Py, = (7127171)62\@1, + 3QuQ , y su traza es
nula, es decir, P,* = 0. Los armoénicos Sq; se definen como Saqp = Sgp + Spja , siendo S los
armonicos vectoriales transversos, con S,!* = 0. Finalmente Gy, son los armoénicos tensoriales,
transversos y de traza nula, G, = Gg!® = O
En consecuencia, los coeficientes anim, bnim, Copms Cotms Gotms Goim S0N funciones dependientes de
la coordenada temporal t pero no de las tres coordenadas espaciales . Los modos anim , bnim
estan asociados a perturbaciones de tipo escalar, ¢, . c?,.,, a las vectoriales y, d y df,,, son
los modos de naturaleza puramente tensorial.

La funcion lapso, el desplazamiento, y el campo escalar ®(z%,t) pueden ser expandidos en
armonicos:

o
nim

N =Ny |14 2V3r6~1/2 Z Gnim QP | (4.48)
n,l,m
N, = 2v3re” 3 [6_1/2knlm (Pap)™ 4 225 (S) | (4.49)
n,l,m

4Todos los detalles sobre los armonicos se encuentran en el apéndice A
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1
d—o! S b(t) + > FumQp | - (4.50)

n,l,m

Donde P, = ﬁQla' De aqui en més, los indices n, [, m, o y e se denotaran simplemente
como n. Por tanto, podemos expandir la accién a todos los ordenes en términos de las cantidades
a, ¢, Ny solo hasta segundo orden en las perturbaciones a,, by, Cn, dny frs Gns kny Jn -

S = So(a, ¢, No) + Y _ S, (4.51)

donde Sy es la accion en el modelo no perturbado, ecuacién (4.17), y S,, es cuadratico en las
perturbaciones (ver Apéndice B).

De ahora en maés, nos seré tutil realizar el cambio de variable o = ln(a)ﬂ Asimismo, podemos
definir los momentos conjugados de la manera usual

To = —No 'e3*a + términos cuadraticos, (4.52)
T = No 13 + términos cuadraticos, (4.53)
-1 _3a | - . 1 —«
Ta, = —No e [@n +a&(an — gn) + ge kn:| ) (4.54)
. (n?—4) /. . 1
Ty, = Nolesagnz_l) (bn + 40ébn - 3€a1€n> 5 (455)
Te, = No '€ (n® — 4) (é, + dde, — e Yjy) (4.56)
a, = Nyl (d’n + 4adn) : (4.57)
Th = No 7' | fu+ & (3an — ga)] - (4.58)

El hamiltoniano puede ser expresado en términos de los momentos, las variables de configu-
racién y los multiplicadores de Lagrange

H = N (co +Y Hjy+ Zgan> + > (ka5 HZ 45V HY) (4.59)

Los subindices 0,1,2 en H; y H denotan el orden de las cantidades en las perturbaciones y
S, V y T denotan las partes escalares, vectoriales, y tensoriales del hamiltoniano. Ademas Cjy
es el vinculo hamiltoniano homogéneo y sigue estando dado por

1
Co = 56_30‘(—7% + 73 4 eSMm2g? — 1), (4.60)

5Realizando las operaciones correspondientes podemos deducir la relacién entre mo, y 74, tal que : mo = amq.
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una vez hemos sustituido o y 7, en (4.27). La parte cuadrética en las perturbaciones tiene las
siguientes contribuciones

I R | 10 (n? — 4 15
SH|2:§€ 3 {[2ai+Hb2

2 2 _ 2 2
VI K zanﬂnz—w] e

7r§n + 71')2cn + 20, T, To + 8bp Ty, To — 6anTs, Te

1 5 -T) (n® -4 2

2 _
+€90m? (f2 + 6ap fud) ++e°0m?¢? B T G(SZ - 3) bi] } :

1 1
VH = 567301 {(nz —4) cp (1072 + 673) + (7127—4)7@" + 8¢ Te, Tar

+ (n® —4) ¢ (2" — 6e%*m?¢%) }, (4.61)

1 —Oo {07 (03
TH|T§ =3¢ S dd? (102 + 671'(275) + 75 4 8dyma, mo + do [(n* + 1) e — 6ef m*¢*|}. (4.62)
Los hamiltonianos de primer orden estan dado por

Hf = %E_S(X {-an (ﬂ'i + 3775,) +2(mgmy, — TaTa,) +m?es* (2fnd + 3an¢2)

e [(Tﬂ )b+ (n2 + ;) an] } , (4.63)

n 1 3, 4(n%—4
SH,l = §e 3 [—Wan + Tb,, + |an, + (512_1))1777, Ta + 3fn7T¢‘| y (464)
VHﬁl =e [71‘6" + 4 (n2 - 4) Cnﬂ-a] . (465)

4.5. Ondas tensoriales

Dado que nuestro interés se centra en estudiar las ondas gravitacionales (modos puramente
tensoriales), consideraremos que las tinicas perturbaciones no nulas son d%,, v d%,, ..

Dado esto, la perturbacion de la métrica tomaré la forma

€ab = 2V/37 Z (251 (G + 250 (GG ) 1] - (4.66)

n,l,m
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La funcién lapso, el desplazamiento, y el campo escalar ®(z%,t¢) tomaréan la forma:

N = Ny, (4.67)
N, =0, (4.68)
d=0" b t 4.69
-7 21/27r¢( |- (4.69)
La accién es
S = So(a, 6, No) + Y Sn, (4.70)

donde Sy es la accién en el modelo no perturbado, ecuacion (4.17), y S, es cuadrético en las
perturbaciones.
Definimos nuevamente los momentos conjugados considerando sélo las partes tensoriales:

To = —No 'e**& + términos cuadraticos, (4.71)
7g =Ny~ e p+términos cuadraticos, (4.72)
d, = No_lega (dn + 40édn) . (473)

El hamiltoniano queda expresado como

H=N, <Co +)° TH(;) , (4.74)
n
con Cy dado por 1) y THE por 1.62).

Las ecuaciones de las variables homogéneas siguen siendo (4.23)-(4.26)), mientras que las
ecuaciones de movimiento para las ondas tensoriales son

dp = [dn, TH] = du = Noe ™ (74, +4madn) (4.75)

n

- T
Td, = {de, ng}

= g, = Noe ** [— (1072 + 6m3) dyy — Amama, + (6e°*m?*¢* — (w) +2)e**) d],  (4.76)

donde definimos la frecuencia de las ondas gravitacionales w? = n? — 1, siendo n una etiqueta
que toma los valores en los nimeros enteros estrictamente positivos.
Deshaciendo el cambio de variable o = In (a), obtenemos

dy = [dn, TH{;} — d, = Noa ™ (g, +4amady), (4.77)

Tra, = [deTHfé}

= 4, = Noa ® [— (10a*7. + 6773,) dy —4damgmq, + (6a°m?*¢* — (w2 +2)a*) d,] . (4.78)



Capitulo 5

Estudio numérico

5.1. Campo escalar sin masa

En este capitulo resolveremos numéricamente las ecuaciones de movimiento para analizar
la evolucién temporal de a, ¢, m, yme, asi como la de las perturbaciones tensoriales d,, y 7q,,,
en el caso en que no hay un periodo de inflacién (campo escalar sin masa, m = 0). Ademaés,
asumiremos que el lapso cumple Ny = 1m,, por lo que haremos una eleccién de tiempo cosmo-
logico. Primero se deben definir las condiciones iniciales. Nosotros comenzamos fijindolas, por
ejemplo, para a, ¢ y mq, y luego definimos las de w4 por medio del vinculo Cy = 0, de modo que
éste se satisfaga en el instante inicial. Para que la solucién sea valida, el vinculo Cj debe
ser aproximadamente cero durante toda la evolucién. Luego de varias pruebas, encontramos un
conjunto de condiciones iniciales que dan lugar a una expansién seguida de una contraccién o
“Big Crunch”. De este conjunto vimos que, por ejemplo, las condiciones

ap = 10my,, w0 = —100m,, (5.1)

2 1/2
¢O — 0, Tpo = —ag/2 {—a?)ngi% -+ (7;‘7‘()0) —+ ao} (52)

van a servirnos de ejemplo para mostrar cualitativamente los resultados al alcanzados en nuestro
estudio.

Notese que hemos definido 7,y negativo. Esto es debido a que, para simular una expansion,
la derivada respecto al tiempo del factor de escala a en el momento inicial (y durante toda la
expansion) debe ser positiva. Por lo tanto, la ecuacion nos restringe a m,9 < 0.

Ademés, debemos tener en cuenta que la elecciéon que hicimos en un principio G = ¢ = 1,
ademas de h = 1, determina las unidades de estas cuatro variables en funciéon de la masa de
Planck mpﬂ

Finalmente, definimos las condiciones iniciales para las perturbaciones tensoriales d,, y su
momento canénicamente conjugado 7,4, . Escribimos las ondas tensoriales con forma sinusoidal,
y los respectivos momentos en funcion de la ecuacién . Trabajaremos con un s6lo modo,
n, dado. Por tanto,

dpo = Apcosp, (5.3)

!Masa de Planck: my, = 2,18 x 10~ 8kg
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a0 = a3Ng " (Apwnsing — 4ANoag >maodno) , (5.4)

donde A,, es la amplitud de las ondas gravitacionales (y que consideramos que varia entre
1x 10710y 1 x 1079), w, es la frecuencia y ¢ es la fase. Por ejemplo, consideremos

A, =1x1078 =0, n =100 = w2 =n? - 1. (5.5)
El programa que realizamos con el Software Matla arrojo los siguientes resultados:

aft) ]
35 ! . ! \ ! . ! 80 ! .

40 40

Figura 5.1: Evolucién del factor de escala a () y su momento canénicamente conjugado 7, (t).

fict)
: 1005

10055 - B

1005 = q

1004 .5 - B

1004 - q

1003.5 L L I L L I L
40 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 5.2: Evolucién del campo escalar ¢ (t) y su momento canoénicamente conjugado me(t).

2Para la integracién utilizamos la funcién ode/5 de Matlab, que calcula soluciones numéricas de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Le propinamos una precisiéon absoluta de 1 x 1010, una precisién relativa de 1 x 10~12,
y definimos el paso temporal al inicio de la integracion como 1 x 1076.
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] 5 10 15 20 25 30 35 40 ] 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 5.3: Evolucion de las ondas gravitacionales d,, (t) y su momento canénicamente conjugado mq,, (t).

log Cyt)

log CU

Figura 5.4: Evolucion de la ligadura Cy(¢), en escala logaritmica.

Podemos apreciar claramente en la Fig., la expansiéon del factor de escala, para que
luego de alcanzado cierto maximo, el Universo se contraiga sobre si mismo. La Fig. muestra
la invariancia de 7y correspondiéndose con la ecuacion , en el caso en que m = 0. En la
Fig. se muestra la evolucién de las ondas gravitacionales y su momento conjugado, con un
comportamiento comparable al de un oscilador armoénico amortiguado.

Por ultimo, reafirmamos la validez de la solucién numérica, por el hecho de que la ligadura
Cy es del orden de 107 durante toda la evolucion (Fig.(5.4)).

5.2. Inflacién (Campo escalar con masa)

En esta secciéon intentaremos resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento pero
introduciendo un campo escalar con masa, el que dard lugar a un periodo de inflacion. Al igual
que antes, realizamos varias pruebas para determinar las condiciones iniciales adecuadas para
nuestro propoésito, en este caso, analizar el periodo inflacionario.

m=1x10""m,, Ny=1m,, (5.6)
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ap = 10my, meo = —1000my,,

9 1/2
%0 =10,9, Tpo = —a3/2 {a8m2¢3 + <7Taao> * ao} 7
0

dno = Ancosp, 4,0 = agN(;l (Anwnsingo - 4N0aazﬁa0dn0) ,
A, =1x107% =0, n=100 = w? =n?—1.

Bajo estas condiciones, encontramos las siguientes soluciones numeéricas:

48

(5.7)

(5.8)

(5.9)
(5.10)

log aft 10t Pall

loga

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 ] 5 10 15 20 25 30

Figura 5.5: Evolucion del factor de escala a (t) (en escala logaritmica) y su momento canénicamente

conjugado e (t).

fi) 10" Pall
26 T T T T T T T

50

Figura 5.6: Evolucién del campo escalar ¢ (t) y su momento canoénicamente conjugado me(t).
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10* d.(1) Pyl
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Figura 5.8: Evolucion de la ligadura Cy(¢), en escala logaritmica.

Se puede apreciar un notorio cambio entre estas figuras y las mismas correspondientes al
caso sin masa. En la Fig. se grafica la evolucion en el tiempo de el campo escalar ¢ (t). Se
puede apreciar claramente una pendiente positiva correspondiente a un periodo de pre-inflacion,
v luego, una pendiente negativa correspondiente al periodo de inflacién.

En la gréfica de la Fig. (5.8)), podemos observar que la ligadura se mantiene aproximada
a cero durante el periodo pre-inflacionario, pero no lo hace durante el periodo inflacionario.
Esto significa que nuestra soluciéon numérica no es confiable durante los tltimos tramos de la
evolucién. Afortunadamente, para esta parte de la evolucion uno puede adoptar una descripcion
analitica segtn lo planteado en la seccién (4.3). Para determinar el valor del campo en el instante
correspondiente al inicio del periodo inflacionario realizamos un ajuste lineal, como se muestra
en la Fig..

De esta forma, determinamos que la inflaciéon comienza en el tiempo t; = 6,611 y el valor
del campo escalar en ese instante es ¢; = 2,266. También podemos determinar los valores de las
demas variables correspondientes a ese tiempo inicial, entonces : a; = 123,6 my, mq; = —3485my,
Tpi = —51550m,2), dpi = 1,701 x 1071 7y ; = 1,182 x 107° mf).

Cabe aclarar que s6lamente estamos aproximando los valores iniciales de la inflacién, ya que
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Figura 5.9: Lalinea discontinua es un ajuste lineal sobre la evolucion de ¢ (t) en el periodo inflacionario,
con el fin de determinar los valores iniciales.

estamos en el limite de la zona confiable de nuestra solucién numérica. Para tiempos posteriores,
podemos asegurar que el campo ¢ se comportard linealmente con el tiempo, segin la ecuacién

log alt)

fift)
26 ;

loga

Figura 5.10: La linea continua representa la solucién numérica del factor de escala a (t)(graficada en
escala logaritmica) y el campo escalar ¢ (¢). La linea discontinua es la solucién analitica correspondiente
al periodo inflacionario.

Sustituyendo los valores iniciales t; y ¢; en la ecuacion (4.41), obtenemos la solucion analitica
para el campo, durante el periodo de inflacion.

1x 1071
¢ — 6,611 = —— (t —2,266) = ¢ (t) = —0,033 ¢ + 2,486. (5.11)

Ademas, por la ecuacion (4.43]) sabemos que la inflacion termina cuando el campo toma el
lor = 1.
va O ¢end \/g. . . . .
Para determinar el valor del factor de escala al final de la inflacién a.,q sustituimos los
valores iniciales de a; y ¢; como valor genérico en la ecuacion (4.44) y despejamos aepq :
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3 (92 — ¢?
Qend = Qi €TP [W] = 1,659 x 10°. (5.12)

Finalmente, estamos en condiciones de calcular la solucién analitica del factor de escala en
funcion del tiempo:

3 ((—0,033t +2,486)% — (1/\/5)2)

4 = QepgeTp | — 3 . (5.13)
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Conclusiones y trabajo a futuro

6.1. Conclusiones

Estudiamos tedricamente un modelo de Universo cerrado, homogéneo e isétropo a gran
escala, anadiendo pequenas perturbaciones para tratar de entender la estructura actual
del Universo.

= Dedujimos las ecuaciones de movimiento para un campo escalar con masa.

Resolvimos numéricamente las ecuaciones de movimiento y encontramos las condiciones
iniciales adecuadas (para un campo escalar sin masa) para simular la evolucion de un

Universo que se expande hasta cierto punto y luego se contrae sobre si mismo en un “Big
Crunch”.

Logramos reproducir un comportamiento de oscilador arménico amortiguado en las per-
turbaciones tensoriales consideradas.

Introduciendo un campo escalar con masa, estudiamos las condiciones inflacionarias del
problema. Resolvimos las ecuaciones de movimiento mediante un método ndmerico para
el periodo pre-inflacionario, y analiticamente para el periodo inflacionario, confirmando
que el factor de escala a tiene un crecimiento exponencial con el tiempo, y que el campo
escalar ¢ tiene un decaimiento lineal con el tiempo.

6.2. Trabajo a futuro

Resolver las ecuaciones aniadiendo las perturbaciones escalares y vectoriales.

Resolver considerando més modos en las ondas.

= Resolver las ecuaciones para N = a(t).

Trabajar con los términos cuadraticos en los momentos, para que los efectos gravitacio-
nales se vean reflejados sobre el factor de escala, el campo, y sus momentos canénicos
correspondientes.

Estudiar con mas detalle las condiciones inflacionarias.

Introducir efectos cuénticos.
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Apéndices

7.1. Apéndice A: Armoénicos en la tres-esfera

Ahora describiremos las propiedades de los armonicos escalares, vectoriales, y tensoriales en
la tres-esfera S3. La métrica de S® es Q4 y, por lo tanto, el elemento de longitud es di? =
Qupdzdz® = dx? + sin®x (d6? + sin?0 d¢*). Debemos tener en cuenta de la notacién que la
barra vertical denota la diferenciacion con respecto a la métrica, y, los indices a, b, ¢ se elevan o
se bajan usando la métrica Q,;, .

7.1.1. Armonicos escalares

Los armonicos estéricos escalares Q7 0 son funciones propias escalares del operador
Im\A>» ™
Laplaciano en S3. Por tanto, satisfacen la ecuacién de los autovalores

QM = —(n2=1)QM, n=1,2,3,.. (7.1)

La solucién mas general a la ecuacion (7.1)), para un n dado, es una sumatoria de soluciones

Q™ (x.0,¢) = ZZA Qe (X0, 9), (7.2)

=0 m=—1

donde A}, son un conjunto de constantes arbitrarias. Los @}, estdn dados explicitamente por

Qi (X:0,¢) = 1" (x) Yim (0, 9) , (7.3)

donde Y}, (0, ¢) son los armoénicos usuales en la 2-esfera, S?, y 117" () son los armoénicos de Fock
(ver Ref. . Los armoénicos esféricos ()}, constituyen un conjunto ortogonal completo para la
expansion de cualquier campo escalar en S3.

7.1.2. Armoénicos vectoriales

Los armoénicos transversos vectoriales (S)lm (x,0,¢) son funciones propias vectoriales del
operador Laplaciano en S3. Estas satisfacen la ecuaciéon de los autovalores

S e == (n* —2) S, n=2,34,.. (7.4)

y la condicién de transversalidad
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Simla — g, (7.5)
La solucién mas general a las ecuaciones ([7.4]) y (|7.5)), es una sumatoria de soluciones

S (x,0,¢) = ZZ%lmww (7.6)
=1 m=-—1

donde BJ!, son un conjunto de constantes arbitrarias. Las expresiones explicitas de los (S,);,

estan dados por la Ref. donde también se explica como se clasifican en pares (e) o impares (0)
usando una transformacién de paridad. Entonces, tenemos dos armonicos vectoriales transversos
y linealmente independientes S¢ y S¢S (donde se suprimen los indices n,l,m).

Utilizando los armoénicos escalares @}, podemos construir un tercer armonico vectorial
(P.);.,, definido por

P, = Qla, n=2,3,4..., (7.7)

(7 —1)

donde se han suprimido los indices n,l, m, y satisface

Pl=—-n*-3) P, (7.8)

Pl = Q. (7.9)

Los tres armoénicos vectoriales S2, S¢ y P, constituyen un conjunto ortogonal completo para
la expansién de cualquier campo vectorial en S3.

7.1.3. Armonicos tensoriales

Los armoénicos tensoriales transversos de traza nula (G, (X, 0, ¢) son funciones propias
tensoriales del operador Laplaciano en S3. Estas satisfacen la ecuacién de los autovalores

G Je= —(n2=3)GW, n=34,5,. (7.10)

y las condiciones de transversas y traza nula

Gt =0, GiMe = 0. (7.11)

La solucién més general a las ecuaciones (7.10)) y (7.11)), es una sumatoria de soluciones

G (x.0.0) = ZZ%IMMM) (7.12)

=1 m=-—1

donde CJ?, son un conjunto de constantes arbitrarias. Al igual que en el caso vectorial pueden
clas1ﬁcarse en pares e impares. Las expresiones explicitas para (G2,);. 'y (G¢,); estan dados

por la Ref.

Utilizando los armonicos vectoriales transversos (S9); 'y (S¢);. , podemos construir armoé-
. . o\ e \N . . L, .
nicos tensoriales de traza nula (S2;),. v (S5;);,,, ambos definidos por (suprimiendo los indices

n7 l’ m)

Sab = Sajp + Sbja> (7.13)
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satisfacen S,® = 0, ya que S, es transversa. Ademas, S, satisface
y y ya q

Sap® = — (n* — 4) S,, (7.14)
Sapl?® =0, (7.15)
Sab|c|c = — (n2 — 6) Sab- (7.16)

Usando los armoénicos escalares Q7 podemos construir dos tensores (Qup)pr, ¥ (Pab)py, defi-
nido por (suprimiendo los indices n, 1, m)

1
Qab = gQabQ7 n= 172737 ) (717)
1

(n? —1)

Los P, son de traza nula, P, = 0, y ademaés, satisfacen

1
Pab = Q\ab + gQaan n= 2) 3,47 (718)

Py* = -3 (n* = 4) P, (7.19)
Pab\c‘c = - (n2 - 7) Py, (720)
Pyl = % (n*—4)Q. (7.21)

. - . 0 ae o e . .
Los seis armoénicos tensoriales Qqp, Pab, SO, S5y GOy G, constituyen un conjunto ortogonal

completo para la expansién de cualquier campo tensorial simétrico de segundo rango en S3.

7.1.4. Ortogonalidad y normalizacién

La normalizacién de los armoénicos escalares, vectoriales y tensoriales estd fijada por las
relaciones de ortogonalidad. Denotamos la medida de integracién en S® como dpu. Por tanto,

dp = &3z (detQap)? = sinysinfdxdfde. 7.22
m
Los @}, se normalizan de manera que
/dﬂQ?mQﬁlm’ = 5nn/5ll’6mm’- (723)
Esto implica que
n n’ 1 4
/du (Pa)im (P*)irme = =330 OutOrmm, (7.24)
' (o2~ 1)
n’ 2 n- — 4 ’
/d,u (Pab)?m (Pab)l/m/ = mann O Omm: - (725)

Los (Sa);,,, tanto pares como impares, son normalizados de modo que

/dlu’ (S‘l)?m (Sa)zlm’ = 5nn/5ll’5mm’7 (726)
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eso implica

/ Ay (S, (S™) =2 (1 — 4) 5™ Sy Sy (7.27)
Finalmente, los (Gap);,,, tanto pares como impares, son normalizados de modo que
/d/.l/ (Gab)lnm (Gab>zm, = (Snn/é”/(smm/_ (728)

Mas detalles sobre los armdnicos se pueden encontrar en las Refs. [10]y

7.2. Apéndice B: Accién y ecuaciones del campo

La accion es (ver ecuacion (4.51)

S = So(a, ¢, No) + »_ Sn. (7.29)
donde Sy es la accion en el modelo no perturbado (ecuacion (4.17)
1 a2 $?
- _ = Noede | = — g2 7.30
So 2/dt ne lNg e N2+m¢ (7.30)

y Spes cuadratico en las perturbaciones, y puede ser descrito por

/ dt (Lg + Ly) (7.31)
donde

2 _ 2 _
LgleaNO{l(n25>a2+(n M) 4)bi72(n274)ci7(n2+1)di

2, 4 2 2 2 2 1 e 1 2 2 4\ 2
+§(n —4)anbn+gn{3(n 4)bn+3(n +2>an]+N3[ 73(71271)]6”4-(71 4)jn]}

) |
2a,a, + 8 (2= 1) bnb, + 8 (n — ) CnCn + 8d,dy,
o 3 9 (n*—4) , 2 4\ 2 2 . .2 _
+a 50n +6 2= 1) b, +6(n” —4) cp + 6d | + gn [2¢an + &7 (3an — gn)]
w 2. 2(n*-4). 2. 5y
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1 1 /. ..
= g Noe*® { g (4 600 0,) = (£,2 4 6,,0) = 2 (12 = 1) £,

3| ¢? 2,2 2 4(”2_4)2 2 2 2 (/'52 2
— | = — - b -4 —4 —4d —
e A | N T VR A I v
fn¢ anQé e 7
—Gn lszfnqﬁ + 3m2a,d + 273 + 3N—02 — 2Tgknfn¢ . (7.33)

Las expresiones completas para m, y 74 son:

4 (n2 — 4) . 9 . .

3o

Wa—jvo{—d—i—;

_andn +

2 _
+az [gai + Wbi +6(n®—4)c2 +6d2| + Zgn {an + & (3an — gn) + ;eakn} ,
(7.34)
3a 2 _
Ty = jv—o {¢+Z 3anfn + (‘;’ai - 4((7;_14))&#4(712 —4) ci+4di>]
a3 [b o () -]} (7.9

Las ecuaciones de campo clasicas pueden ser obtenidas por la acciéon ((7.29) variando con
respecto a cada campo. La variacion con respecto a a 'y ¢ da lugar a dos ecuaciones, similares a las
obtenidas en el modelo de Friedmann no perturbado, pero modificadas por términos cuadréticos
en las perturbaciones:

d |1 d¢ da d¢p
N

(il + 355 + Nim?2¢? = términos cuadraticos, (7.36)
0

d ) . 3 .
No— {a] +3¢% — Nje 2> — 3 (—d2 +¢* — Nje 2 + Ngngbz) = términos cuadradticos.

dt | Ng
(7.37)
La variacion con respecto a las perturbaciones a,, by, ¢,,dn, fn nos lleva a obtener cinco
ecuaciones de campo

d 3a dn 1 2 2 « 3a [ g 2. 2 _
NO% I:e ]\70:| + g (n _4) NOe (an+bn)+3e (¢fn _NOm ¢fn) -

1 1 d kn,
Ng {363°‘m2¢2 — g (n2 + 2) e* dn + eBadgn — gNO% |:€2aN:| s (738)
0

1.d k
2 _ 2« - 2a0 VM
(n* —1) Nje*gn + 3N [e 0] , (7.39)

W =

d bn, 1
M [em} — 5 (0" = 1) Nge® (an +bn) =
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d 3 C” d 2 ]n
— e =7 e N 4
dt {e NJ dt {e No |’ (7.40)
d | s, dn ) N
Nogs | [ NO] (n =1) Noe®dn =0, (7.41)
o fn . .
Ny 0 [ 3 N +3¢**Ga,+N2 [m [m 2,3 +(n2_1) ]fn—e ( INZM2 g + dgn — ¢k’n).

(7.42)

Para obtener estas cinco ecuaciones (7.38), (7.39), (7.40), (7.41) y (7.42), hemos utilizado las
ecuaciones de campo y , despreciando los términos ciibicos en las perturbaciones.

La variacién con respecto a los multiplicadores de Lagrange k., jn, gn, ¥ No da lugar a un
conjunto de vinculos. La variacién respecto a k, y j, nos lleva a un vinculo en los momentos:

. (n2 — 4) . L e«
an + mbn + 3fnd = dgn — mk’m (7.43)

bn =€ %jn, (7.44)

La variacién con respecto a g, nos da un vinculo hamiltoniano lineal:

3a, (-aQ + <;52)+2 (¢ fr — aan)+N3m (2fno + 3and ) NZe= 2 {(nQ —4) b, + (n2 + ;) an] =

72 —a -2 12
= Zae kn+29n< & +¢>). (7.45)

Finalmente, la variacién con respecto a Ny da lugar al vinculo hamiltoniano, tal que

1 2
563(1 <_]\72 + % —e % m2¢2> = términos cuadraticos. (7.46)
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